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当代 计算 科学 的 发 展 ,引起 或 者 正在 引起 整个 科学 ,从 内 容 、 旋 法 到 研究 
手段 上 的 改变 ,也 将 导致 科学 的 重新 分 化 和 组 合 . 计算 科学 的 研究 已 经 不 能 
脱离 具体 的 应 用 学 科 ,因为 只 有 这 样 才 有 生命 力 , 才 会 有 所 开拓 和 创新 . 我 们 
已 经 看 到 ,计算 科学 方法 在 许多 学 科 的 应 用 ,结合 ,展现 了 相关 学 科 的 新 形势 ， 
形成 了 该 学 科 的 新 方向 . 同样 地 ,其 他 学 科 向 计算 科学 的 渗透 ,也 开 尽 了 计算 
科学 的 相应 的 研究 方向 . 

计算 流体 力学 自从 20 世纪 60 年 代 兴 起 以 来 ,由 于 和 流体 力学 的 日 益 完 
美的 结合 BEPPLEMAR. 计算 流体 的 实践 极 人 地 推动 了 计算 科学 的 深 
化 和 发 展 ,计算 科学 的 研究 和 创新 也 为 计算 流体 不 断 提 供 着 新 方法 和 理论 依 
ig. 

非 线 性 微分 方程 的 数值 计算 和 数值 模拟 六 法 ,尤其 是 计算 流体 中 ,介质 
面 、 激 波 等 等 运动 界面 问题 ,或 者 间断 解 问题 的 数值 模拟 ,是 极为 迫切 的 ,也 是 
计算 流体 最 为 困难 的 任务 . 因而 这 方面 的 计算 科学 新 方法 .新 思想 和 理论 也 
就 应 运 而 生 ,其 发 展 和 创新 的 势头 .几乎 可 与 计算 机 科学 的 发 展 媲美 . 

面 对 迅速 发 展 的 计算 科学 方法 ,特别 是 这 些 方 法 美妙 的 应 用 效果 和 实际 
价值 ,我 们 有 一 种 强烈 的 愿望 ,即将 他 们 比较 系统 地 写 出 来 ,介绍 和 普及 给 从 
事 科 学 .工程 计算 和 进行 计算 机 数值 模拟 实验 的 同行 们 ,希望 对 他 们 的 实际 工 
作 和 研究 有 所 帮助 . 但 是 ,当真 正 写 起 来 的 时 候 ,我 们 才 足 实地 感到 难度 之 大 
实 非 所 想 . 因为 其 内 容 和 方法 之 浩 革 ,发展 和 更 新 之 迅猛 ,使 我 们 写 出 来 的 书 
稿 免不了 会 挂 一 泼 万 ,有 局 限 片面 之 嫌 . 为 此 ,我 们 除了 回 瑞 十 多 年 来 的 资料 
积累 和 经 验 ,又 对 近 两 年 来 的 研究 工作 进行 了 全 面 的 调研 和 文献 的 查阅 ,还 开 
设 了 有 关 的 研究 生 课 程 和 讨论 班 ,如 “高 分 辩 率 方法 和 间断 解 问题 "“ 计 算 流 
体 动 力学 方法 的 新 发 展 "“ 非 结构 网 格 生成 方法 和 应 用 软件 *“ 有 限 体积 方 
法 " “间断 Galerkin 有 限 元 方法 "和 “运动 界面 追踪 问题 的 数值 方法 ”. 作者 之 
一 一 一 美国 布朗 大 学 应 用 数学 系 主任 舒 其 望 博 七, 也 回国 开设 了 有 关 的 专题 
培训 班 *“ENO 和 weighted ENO”,* 间 断 Galerkin 有 限 元 方法 ”, 等 等 . 特别 是 
我 们 的 众多 博士 ,硕士 研究 生 , 以 极 大 的 热情 和 效率 进行 了 大 量 的 实际 应 用 计 
AMER ,使 我 们 掌握 了 目 富 的 数据 资料 和 分 析 结 果 . 这 一 切 为 我 们 写作 本 
书 提供 了 大 量 的 资料 . 

我 们 通过 教学 的 实践 ,科研 的 实践 ,实际 应 用 的 实践 ,找到 差 吨 和 缺陷 .再 


ue 前 言 


不 断 地 修改 .丰富 和 完善 ,目的 是 能 够 提供 给 读者 一 本 有 理论 意义 、 使 用 价值 
和 启发 性 质 的 计算 流体 力学 中 当代 数值 模拟 方法 的 参考 书 . 如 果 能 够 为 “各 
行 各 业 " 癌 行 的 教学 .科研 和 工作 起 到 一 点 助 益 ,为 国家 的 人 才 培 养 .经 济 建设 
和 高 新 技术 的 发 展 布 所 泰 献 ,我们 将 得 到 球 藉 ,也 会 受到 偶 大 的 喜 舞 和 闫 策 . 

综 上 所 述 , 本 书 的 宗旨 是 为 已 经 具有 数值 模拟 和 科学 工程 计算 基础 ,特别 
是 有 初步 数值 模拟 实践 的 读者 ,提供 非 线 性 微分 方程 的 数值 计算 和 数值 模拟 
方法 ,特别 是 间断 解 问 题 和 复杂 现象 的 数值 模拟 方法 . 因而 ,对 于 计算 流体 、 
数值 分 析 和 计算 方法 的 基本 理论 .格式 的 构造 方法 ,譬如 有 限 差 分 方法 的 基础 
理论 ,有限 元 方法 的 基础 理论 ,间断 解 或 弱 解 的 理论 ,等 等 ,将 不 再 详细 地 介 
A. 关于 这 些 内 容 读者 也 不 难 找到 所 需 的 参考 B. 

本 书 的 内 容 着 重 于 有 限 差 分 方法 和 有 限 体积 方法 类 ,有 限 元 方法 只 是 讨 
论 了 几 个 发 展 迅 速 \ 庙 用 效果 显著 的 非 标 准 有 限 元 方法 ,其 中 特别 是 间断 
Galerkin 有 限 元 和 有 限 体积 方法 , 至 于 异常 重要 的 谱 方法 和 正在 兴起 的 一 些 
新 方法 ,限于 我 们 的 能 力 而 不 能 包含 ,这 也 是 一 种 遗憾 . 

具体 安排 是 这 样 的 : 

在 第 一 篇 ,介绍 了 有 关 的 数学 模型 ,有 限 差 分 方法 构造 和 设计 中 的 某 些 重 
要 思想 和 概念 ,如 特征 线 .特征 方向 和 迎风 (upwind) 思 想 , 间 断 关 系 (Rankine- 
Hugoniot jump condition) 148 Z& {F (entropy condition, entropy inequality), 以 
及 数值 方法 的 数值 耗 散 和 数值 色散 效应 等 . 

第 二 篇 ,讨论 间断 解 的 数值 方法 的 基本 概念 ,这 就 是 Glimm 引入 的 Rie- 
mann 问题 概念 和 间断 分 解 的 思想 ,这 是 当代 数值 方法 ,特别 是 间断 解数 值 方 
法 的 重要 观点 之 一 . 另 一 种 重要 的 概念 是 单元 上 的 积分 平均 (cell-averaging) 
iBd8 LEBER VES ES EE; PE (high resolution methods) 的 设计 基础 ,也 是 有 
限 体积 方法 和 间断 Galerkin 有 限 元 方法 的 重要 思想 方法 ,特别 地 , 某 些 重 要 的 
数值 方法 ,如 Van Leer 的 MUSCL, Collela 等 的 PPM 方法 等 , 正 是 基于 这 种 

第 一 篇 ,比较 集中 地 讨论 了 以 TVD ENO 等 方法 为 代表 的 高 分 辨 率 方 
法 . 其 中 必然 涉及 到 TVD 方法 的 数值 通 量 (numerical ftux) 和 限制 函数 (tim- 
iter) 问 题 , 以 及 ENO 和 weighted ENO 方法 的 节点 模板 (stencil) 的 选择 程序 问 
B. 

第 四 篇 ,针对 现在 发 展 迅 速 和 应 用 广泛 的 非 结 构 网 格 问题 ,介绍 它 的 生成 
方法 和 基本 思想 . 在 非 结 构 网 格 的 剖 分 下 ,讨论 当前 应 用 效果 明显 的 非 结 构 
网 格 有 限 体 积 方法 

第 五 篇 ,介绍 几 种 卡 标准 有 限 元 方法 :混合 有 限 元 .运动 有 限 元 .重要 的 间 
断 Galerkin 有 限 元 方法 和 时 空 有 限 元 (space-time FEM). 其 中 间断 Galerkin 


z 
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有 限 元 方法 日 益 显 示 了 它 的 成 功 和 应 用 价值 . 

第 六 篇 ,介绍 一 个 当前 简 受 关注 的 热门 课题 运动 界面 追踪 问题 . 抑 
要 地 讨论 有 关 的 数值 模拟 方法 和 运动 界面 的 重 构 读 术 , Rigo ARRAY 
具体 应 用 . 今 大 运动 界面 追踪 问题 的 数值 模拟 ,不 仅 是 自由 面 和 所 谓 Stefan 
问题 ,而 且 关 系 到 生物 .化 学 和 材料 加 工 等 的 内 在 微观 结构 的 分 析 和 洞察 . 

我 们 很 希望 在 每 一 章 ,其 至 每 一 竹中 ,能够 给 读者 提出 进一步 研究 和 发 展 
KAS .问题 和 课题 . 因此 ,在 每 一 章 的 最 后 ,给 出 了 有 针对 性 的 练习 题 ,也 列 
出 了 大 量 的 参考 文献 VSAM .追踪 , 从 而 有 所 创新 和 开拓. 

最 后 ,作为 附录 ,给 出 了 几 个 mathematics 的 语言 程序 ,用 它 可 以 生成 基 
些 实验 格式 的 modified PDE ,利用 它们 来 分 析 格 式 的 内 在 性 质 . 也 列 出 了 许 
多 典型 格式 的 特征 ,以 供 查询 和 参考 . 

我 们 还 应 当 向 我 们 的 诸位 博士 和 博士 后 表示 谢意 ,他 宏 博士 仔细 地 整 埋 
了 第 八 章 和 第 十 三 章 ,这 两 章 是 作者 之 一 在 中 国 科学 技术 大学 的 两 次 课程 内 
容 ,为 此 她 付出 了 艰辛 的 劳动 , 张强 博士 号 了 时 空 有 限 元 方法 -- 章 , 汪 继 文博 
LER RABE , 王 志 峰 硕士 在 运动 界面 的 追踪 方法 一 章 的 编写 中 都 给 予 
了 很 大 的 帮助 . 

我 们 特别 要 感谢 国家 自然 科学 基金 和 火灾 科学 国家 重点 实验 室 知识 创新 
工程 基金 的 资助 , 正 是 由 于 他 们 的 资助 ,本 书 方 能 问世 . 
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一 、 预 备 fa 


这 里 用 三 章 的 篇 幅 向 读者 介绍 菜 些 必要 的 预备 内 容 , 这 就 是 :1. 有 关 的 
数学 模型 ,它们 将 是 本 课程 从 事 讨论 和 进行 计算 实验 的 模型 . 2. 简单 地 回顾 
数值 方法 的 一 些 重要 概念 ,例如 差分 格式 的 有 关 概 念 , 激 波 等 间断 解 的 弱 解 条 
ff ,以 及 近代 的 新 思想 和 新 工具 . 
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这 一 章 里 ,我们 将 简单 地 引入 有 关 的 某 些 数学 模型 ,它们 将 是 本 书后 面 各 
章节 所 要 涉及 的 . 今后 ,我 们 将 利用 它们 进行 格式 的 设计 、 分 析 和 数值 模拟 实 
验 , 特 别 是 利用 它们 作 一 些 应 用 实例 的 计算 和 数值 模拟 的 全 过 程 的 讨论 . 

我 们 采用 的 数学 模型 基本 上 属于 两 大 类 .其 一 ,线性 的 试验 模 增 和 非 线 
性 发 展 方程 试验 模型 ;其 二 ,比较 简单 的 实际 问题 数学 模型 . 例如 气体 动力 学 
和 浅水 波 问 题 模 型 . 在 数学 的 表现 形式 上 ,都 属于 Navier-Stokes 方程 组 的 形 
式 , 特 别 古 双 曲 型 守 策 律 组 . 除 此 ,还 将 在 菜 些 章节 里 ,根据 需要 引入 其 他 的 
数学 模型 ,例如 Hamilton-Jacobi 方程 等 . 


1.1 线性 试验 模型 (12.1491 


1. 单行 波 方程 
考虑 一 个 最 简单 的 偏 微 分 方程 及 其 Cauchy 问题 
u, tau, = h(x,t).a = const > Q. (1.1) 
u(x,0) = ug(r). (1.2) 
利用 特征 线 的 分 析 方 法 ,不 难得 到 上 述 问 题 的 解析 解 (17] 
u(x,t) = nolz = at) + 'hG = alt = e) de. (1.3) 


在 一 般 的 情况 下 ,我们 采用 的 是 它 的 齐 次 形式 , 即 上 =0 . 在 这 种 情况 下 , 真 解 
只 不 过 是 以 速度 a 平移 初始 波形 而 已 . 别 瞧 不 起 它 的 简单 . 半 凡 ,利用 它 的 特 
殊 的 .复杂 的 初 值 给 定 , 完 全 可 以 用 来 检验 数值 方法 的 效果 和 功能 . 
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2. 简单 的 抛物 型 方程 模型 


Ur = vuz,,v = const 2 0, | x | >, » 0. (1.4) 
众所周知 , 它 的 初 值 问题 (1.4) + (1.2). 的 准确 解 为 
u(x,t) = Tee) ue RE ae. (1.5) 


它 是 所 谓 的 纯 耗 散 性 偏 微分 方程 ,其 典型 特征 是 解析 解 随 着 时 间 的 进行 , 越 来 
越 光滑 ,或 者 说 具有 磨 光 的 效应 . 


3. 常 系数 输 运 - 扩散 方程 


u, + Gu, = Vidas (1.6) 
该 方程 作为 非 线 性 Burgers 方程 的 线性 化 方程 ,用 来 代替 Burgers 方程 ,进行 
Navier-Stokes 方程 的 简化 模型 坛 验 ,从 而 对 数值 计算 格式 作出 初步 的 理论 和 
可 行 性 分 析 . 


4. 二 元 , 方 波 碰撞 试验 模型 


U, + AU, = h,U = (u,v)!, 


B 0 a _ T 
A= (, A = (0,0), (1.7) 
初 值 条 件 为 
l, -2 委 z 委 一 1， 
TOEF a. (1.8a) 
H XDrE2, 
vta) - |^ Pm (1.8b) 


假设 满足 条 件 V ab >0. 利用 特征 线 的 解析 方法 ,也 可 以 得 到 它 的 准确 解 
writ) = TG = Vat) + ugle + V abt) 
af aga Vat) - vole + be). 
v(2.0) = $C ula — abt) + vor + abt) e 
+ Gusta — abt) - un + Vabe). 


利用 它 可 以 进行 一 般 二 元 非 线性 方程 的 激 波 等 间 汤 解 方 法 的 数值 试验 ,分 析 
它们 的 可 车 性 ,稳定 性 ,数值 耗 散 性 和 色散 性 ,数值 群 速度 效应 ,以 及 其 他 方面 


1.2 非 线性 发 展 方程 试验 模型 -3- 


的 检验 . A , 取 a==1]1 时 ,将 是 一 个 有 趣 的 两 个 方 波 的 碰撞 实验 模型 . 
5. 流体 体积 函数 追踪 模型 和 level set RADE! 


在 今天 ,自由 面 和 活动 边界 问题 ,特别 是 所 谓 的 运动 界 虚 的 数值 追踪 模 
拟 , 日 益 重 要 和 热门 . 许多 知名 的 数值 数学 家 和 科学 上 作者 参加 到 这 个 任务 
中 来 . 而 且 已 经 提出 了 很 多 有 效 的 数值 方法 ,其 中 VOF (volume of fluid) 和 
level set 方法 尤其 著名 . 两 者 分 别 利用 了 流体 体积 熙 数 模型 和 level set MBH 
程 ,作为 运动 界面 追踪 的 一 个 控制 方程 . 它们 只 是 主场 的 基本 控制 方程 的 辅 
助 方程 . 要 求 在 计算 时 能 够 达到 尽 可 能 的 高 分 辩 率 . 


方程 分 别 是 
VOF JP E, V-VC=0, (1.10) 
level set 方程 : pt V:V p=0. (1.11) 


其 中 C 是 格子 内 的 目标 介质 的 体积 出 画 数 ,了 = (Cu, v, w) E EHRE 
RERE. 9 为 level set BR, ,在 运动 界面 上 它 为 零 . 两 者 都 是 用 来 刻画 运动 界 
面 的 . 在 这 里 我们 可 以 把 它们 看 成 是 二 维 的 常 系数 方程 . 


1.2. 非 线性 发 展 方程 试验 模型 全” 


1. TM Burgers 方程 ,也 称 为 激 波 模型 方程 


2 
u, + wun. 二 0 或 者 w+ (5) = 0, (1.12) 


鉴于 该 模型 方程 的 Cauchy 问题 常常 发 展 和 生成 间断 解 , 特 别 是 所 谓 的 激 波 ， 
所 以 通常 利用 它 进 行 间断 解 的 方法 设计 、 分 析 和 模拟 试验 . 甚至 进行 数值 解 
的 惟一 性 检验 ,也 就 是 间断 解 的 炉 条 位 的 数值 研究 . 例如 ,给 定 厂 行 激 波 初 值 
条 件 

1, zx 0.5, 
0, 其 他 . 
那么 ,根据 双 曲 型 守恒 律 间断 解 的 Rankine-Hugoniot Rl? 246) ,可 以 得 到 该 
激 波 的 向 右 传播 速度 


1 
1-0 
S = [ fad E ju = 0.5, (1.14) 


根据 Lax 的 理论 ,对 于 双 明 型 守恒 方程 的 间断 解 问题 ,其 惟一 解 也 就 是 物理 
解 ,应 当 是 它 相应 的 黏 性 问题 的 解 的 极限 , 换 句 话说 ,就 是 Burgers WH A 
度 趋向 零 时 的 极限 解 . 


u(r,0) = 


(1.13) 
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此 外 ,如 果 给 出 以 下 周期 为 2 的 初 值 条 件 11141 
u(r,0) = ug(c) = 0.25 + O.Ssin(xx), (1.15) 
它 的 准确 解 应 是 一 个 运动 的 间断 . 


2. Burgers 方程 


2 
HU, | HU, = bus, 或 者 u, 十 (3 ) = Virs (1.16) 


它 可 以 作为 流体 动力 学 Navier-Stokes 方程 的 简单 模型 方程 , 它 又 上 叮 以 代表 浅 
水 波 问 题 的 洪水 数学 模型 ,而 且 也 是 当代 交通 流动 力学 的 模型 方程 . 通常 ,我 
们 称 之 为 非 线性 答 运 -扩散 模型 方程 , 如 果 在 输 运 项 再 引入 系数 a ,那么 通过 
调节 方程 的 两 个 系数 ,可 以 进行 输 运 和 扩散 的 效应 试验 . 如 果 采 用 下 面 的 初 
边 值 条 件 ,可 以 作为 一 种 形成 激 波 .边界 层 的 难度 很 大 的 数值 实验 模型 


utx,0) = $sin + sn2xr, u«ļl0,:) = u(1,t) =O. (1.17) 


至 今 ,我 们 所 能 够 看 到 的 最 精细 的 数值 解 之 一 ,是 Muller 40601611 人 利 
用 运动 有 限 元 方法 所 得 到 的 ， 


3. Korteweg-de Vries (KdV) AB") 


u, + Guu, + u,,, = 0, (1.18) 
它 是 非 线性 发 展 方程 ,特别 是 孤立 波 的 重要 模型 方程 . 由 于 它 具 有 很 强 的 守 
忆 性 和 孤立 子 解 . 在 数值 方法 的 设计 和 理论 分 析 中 ,利用 它 进行 大 梯度 KE 
形 和 多 孤立 子 的 碰撞 试验 . 
其 弧 立 子 解 的 初 值 条 件 和 解析 解 分 别 为 
u(x,0) = 2y'sech! (qr), (1.19) 
u(x,t) = 25! sech? (qx - 4g!t). (1.20) 
我 们 可 以 在 水 平面 上 设 定 一 个 孤立 波 初 值 ,作为 波浪 的 简化 模型 ET I 
坡 和 水 下 障碍 物 造 波 效应 的 仿真 数值 试验 . 


4. KdV-Burgers 方程 


U, + uu, uuu. = vus v.p 9, (1.21) 
通过 对 该 模型 方程 的 理论 分 析 和 数值 模拟 试验 ,可 以 对 于 数学 模型 的 耗 散 性 、 
色散 性 和 群 速度 效应 进行 理论 分 析 ,从 而 为 数值 方法 的 数值 耗 散 性 .数值 色散 
性 和 数值 群 速度 效应 进行 分 析 研 究 . 例如 ,在 Whitham 的 《Linear and Nonlin- 
ear Waves) — -B "I! , Ganosa 和 Gazdag 的 论文 《The Korteveg-de Vries-Burgers 
equation) P ;都 有 有 关 它 的 分 析 . 特别 是 后 者 ,从 理论 和 数值 试验 两 方面 论证 


1.2 非 线性 发 展 方程 试验 模型 e$ 


了 对 于 渐 近 的 右 行 激 波 初 值 问题 ,如 昌 

V hpu, (1.22) 
其 解析 解 将 是 单调 减 的 激 波 , 即 呈现 耗 散 性 优势 ;反之 ,呈现 色散 性 优势 , 即 解 
析 解 的 激 波 面 上 ,发 生 向 上 游 发 展 的 震荡 ， 


5. RLW (regularized long wave) 方程 178] 


在 流体 动力 学 . 非 线性 光学 .生物 流体 力学 等 许多 领域 ,都 可 以 诱导 出 这 
种 模型 方程 
u, + me, + uu, + du, = Ô. (1.23) 
EE CAM TR. 这 种 非 线 性 孤立 子 方程 , 它 具 有 一 般 非 线性 孤立 子 方 
程 的 特性 ,如 在 非 线 性 项 和 扩散 项 作用 下 ,根据 动力 学 平衡 原理 ,可 以 将 初始 
波形 分 解 成 许多 小 的 孤立 子 波 ,并 且 这 些 波 能 在 传播 中 ,甚至 在 碰撞 后 保持 波 
RE. 由 子 RLW 方程 中 有 LU. 这 一 项 ,所 以 它 比 KDV 方程 更 加 复杂 . É 
的 解法 常常 必须 引 人 隐 式 差 分 通 近 . 


6. Buckley-Leverett 75 3g 114.160 


KERA E D H DUREE SH BK (nonconvex flux) 的 守恒 律 问题 . 


ufi) = 0, fC) = a (1.24) 
它 在 多 孔 介质 流 .渗流 ,特别 是 在 地 下 石油 勘探 中 有 一定 的 参考 意义 . 
常常 考察 简单 的 初 值 
_ |i, z€[-0.5,0], 
TEE a. (1.25) 
7. CUR E ERE Burgers 方程 模型 !551 
这 完全 是 一 维 激 波 模型 方程 的 推广 
2 2 
u, + uu, + vv, — OR u, + i5] +(5) = 0. (1.26) 
类 似 地 给 定 初 什 
u(z,y,0) = $ + deinx(z + 3 (x,y) € C= 1,4] x C- 1.1] 
(1.27) 


其 准确 和 解 是 一 维 类 似 情况 以 x + y 替换 xz ,2t Bt MAR. 
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1.3 ”流体 动力 学 的 某 些 数值 模拟 实验 模型 


关于 流体 动力 学 的 基本 方程 ,特别 是 Navier-Stokes 方程 的 推导 ,在 许多 
EBRE RR. KERR. 我 们 只 列 出 有 关 气 体 动力 学 和 浅水 波 
问题 中 ,人 们 常常 采用 的 一 些 数 值 坛 验 模型 . 


1. 气体 动力 学 模型 
(1) 激 波 管 问题 
基本 方程 是 向 量 形 式 的 守恒 方程 
U, + F(U), = 0， (1.282) 
其 中 
e pu i 
U= P, F(U)- je? *b |, E= G^5 " lp) (1.28b) 
E u(E + 5)J : 


Bp, p. E, y 71.4 4E SU VLDE BE ,流体 速度 ,压强 ,单位 体积 的 总 能 
和 绝热 指数 . 
给 出 左右 常数 状态 的 初 值 条 件 
U, rx «0.5, 


U(r,0) -1 - 
U,, r 0.5. 
这 种 初 值 的 守恒 律 问题 , 称 为 Riemann 问题 [84246 .在 后 面 我们 将 进行 专门 
的 讨论 ， 其 中 Sod 的 Riemann 问题 [2061 , 共 初 值 条 件 为 
(pi, iu, P) = (1,0,1), 


(1.29) 


.30 
(onu, P.) = (0.125,0,0.1). seen? 

对 于 Lax AY Riemann [5] 8705-222! ,其 初 值 条 件 则 为 
(ey ui P) = (0.445,0.698 ,3.528) ， 


(ou, P.) = (0.5,0,0.571). 

上 述 问 题 通常 又 称 为 激 波 管 问题 . 许 许 多 多 的 间断 解 方法 的 设计 和 构 
造 , 都 利用 这 种 激 波 管 问题 进行 可 靠 性 和 准确 度 的 数值 试验 ,从 而 判断 和 检验 
方法 和 格式 的 优 劣 . 

1.1 给 出 了 利用 间断 Galerkin 方法 计算 ,并 对 其 运动 界面 进行 追踪 而 
后 得 到 的 密度 hi .压力 和 速度 的 图 形 ( 网 格 数 为 100 ,时 间 计 算 到 0.6) . 

(2) 孤立 的 接触 间断 问题 "2 

问题 的 数学 模型 仍 是 (1.27 —1.29) ,其 具体 的 Riemann 初 值 条 件 为 
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(oi ui, Pi) = (1,1,0.2), (p, t, P) = (2,1,0.2). (1.32) 
一 般 说 来 ,对 于 接触 间断 问题 ,准确 地 进行 数值 模拟 是 其 有 一 定 难度 的 ,所 以 
这 一 气动 力学 的 试验 模型 ,对 于 设计 接触 间断 问题 的 数值 方法 ,是 一 个 简单 而 
方便 的 检测 . 它 的 数值 结果 应 当 在 密度 上 产生 突然 的 跳 妈 ,而 速度 和 压力 却 
保持 常数 . 
(3) Shu-Osher 问题 (114.1%9] 
问题 的 数学 模型 仍 是 (1.18 —1.20) ,其 具体 的 Riemann 初 值 条 件 为 


p : M m r«0.5, mus 
p| lü*0.2*sin(50z -25),0,1)7, 220.5. ' 
这 是 一 种 在 行进 的 激 波 波 头 附 近 , 舱 有 不 朵 波长 震 葛 波 的 复杂 情况 ,特别 适 
应 于 对 高 分 辩 率 方法 的 数值 检验 . 


(4) 微小 密度 和 内 能 的 Riemann 问题 [223. 
问题 的 数学 模型 仍 是 {1,18~1.20) ,其 具体 的 Riemann 初 值 条 件 为 
(py, ay, P) = (1, -2,0.4), (1.34) 
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tanau = (1.35) 
这 一 试验 模型 的 特点 是 密度 舱 内 能 等 状态 量 ,会 产生 所 谓 的 真空 现象 . 所 以 
可 以 用 来 检验 数值 方法 的 守 但 性 ,单调 性 和 和 可靠 性 . 
(5) 前 台阶 问题 (forward facing step problem ) 293 244! 
首先 ,这 是 二 维 气体 动力 学 间断 解 问题 , 它 的 一 般 数 学 模型 为 


U, * F(U), + G(U), = 0, (1.36a) 
其 中 
p pu ev 
pu puu + ev 
U = pol? F(U) = plu , F(U) piv P (1.36b) 
E u(E + P) v(E +P) 
而 单位 体积 的 总 能 
E = (5 y * Fel + o), (1.36c) 


这 里 p,(u,v),P,E,Y=1.4 分别 为 流体 的 密度 ,流体 速度 ,压强 ,单位 体积 
的 总 能 和 绝热 指数 . 

所 谓 前 台阶 问题 , 它 可 以 说 是 计算 机 风 润 模拟 实验 力学 的 最 简单 模型 . 
假定 ,1 个 单位 宽 3 个 单位 长 的 风 洞 内 ,从 左 起 0.6 单位 的 位 置 开 始 ,有 高 为 
0.2 单位 的 刚性 的 台阶 一 直 伸 展 到 风 洱 右 端 . 在 左 侧 的 风 润 进口 处 ,给 定 
Mach 数 为 3 的 来 流 条 件 ,内 部 的 刚性 壁面 、 角 点 条 件 , 壁 面 反射 条 件 , 以 及 右 
端的 出 口 条 件 等 等 ,进行 合理 的 设 定 和 人 外 理 . 这 样 就 构成 了 一 个 ,特别 是 对 于 
高 分 辩 率 方法 的 非常 有 效 的 实验 借 型 . 

图 1.2 是 采用 Runge-Kutta 间断 Galerkin 方法 的 计算 图 像 . 

yd 
0.8 
0.6 
0.4 
02 


图 1.2 前 台阶 问题 


(6) MEH BBY (double Mach reflection) 问 题 
数学 模型 同上 ,计算 区 域 取 为 [0,4]x [0,1] C81 SET RE E R 


部 ,一 个 Mach 数 为 10 的 斜 强 激 波 放置 在 z= 十 ,y=0 处 ,并 与 z 辖 成 60° 


1.3 流体 动力 学 的 某 些 数值 模拟 实验 模型 -9 - 


fü. 在 z= 去 之 前 的 底 边 璧 面 采用 准确 的 激流 波 后 条 件 , 其 他 壁面 采用 反射 


ARE. 详细 讨论 可 以 参考 Woodward 和 Colella 的 著名 论文 [2441]. 图 1.3 
是 采用 WENO 方法 计算 得 到 的 图 形 ， 


Fourth order (charaoteristic) . = 1/50 


0.8 
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图 1.3 双 马 赫 反 射 问题 


(7) 激 波 和 圆满 的 相互 作用 模型 201.203] 

数学 模型 同上 ,计算 区 域 取 为 10,2]x [0,1]. 一 个 垂直 于 x 轴 的 Mach 
数 为 1.1 的 固定 的 激 波 置 于 x = 0.5 处 . HEEREN, u,v, P)= 
(1,7,0,1). 并 和 且 在 这 里 放置 一 个 小 贺 涡 ,其 中 心 在 (x.,y.)= (0.25,0.5). 
对 于 均匀 流 的 速度 (4,wv) .温度 (T= p/o (CS = in( pp 7)) 的 一 种 摄 动 


u = erer- sind, v=- eret l-t cos, 
= 2 2«0- 2) E (1.37) 
T= (y - 1)e/e ，5=0, 
4aa 


其 中 coL, rx ry». € 70.3,2 - 0.204 分 别 代 表 涡 团 的 


强度 和 衰减 率 , r. 为 涡 的 临界 半径 . 
2. 浅水 波 问 题 模型 


(1) — i y A] dl o) | 156. 143] 
它 的 基本 控制 方程 为 
U,* (F(U)), =H, 
uh 


1 
uh + gh? S 


h 
u=|,|,F(U) = 


| s (1.38) 
Hk. 


或 者 采用 它 的 拟 线性 形式 


- Oo: BH AAR HF fr 


V,+ AV, = DB, 
V = B A(U)= b | B= 
Pi Soe 
其 中 hu ,和 8 分 别 是 水 深 , 平 均 流 速 和 重力 加 速度 . S 表示 由 于 河道 底面 的 
倾斜 ,或 者 粗粮 性 引起 的 对 流体 摩擦 阻力 强度 . 例如 ,Marshall 和 Menendez 


在 他 们 的 一 维 溃 圳 数值 模拟 中 ,采用 了 无 倾 们 有 座 擦 以 及 既 有 倾斜 又 有 摩擦 
的 两 种 情况 . 


0 (1.39) 
- S/h |’? 


S =- gu!/(Ch) fl S = g(Qu? "(C^ 4h) - so), (1.40) 


这 里 的 C 是 Chezy 系数 ,作者 取 为 40~52 m/s. 而 970.0009. 刘 儒 助 等 
人 (1989 ,1992) 在 省 坝 模 拟 和 孤立 子 疏 坡 的 数值 计算 中 ,所 采取 的 一 维 浅水 波 
方程 是 拟 线性 的 向 量 形式 . 特别 邮 ,为 了 突出 波 耐 的 着 起 ,又 将 水 深 乒 分 解 为 
波 面 着 起 (简称 波 高 (surface elevation)) 7 IUE TEE UK PE ho, R 


h= ho + 9- 
于 是 控制 模型 方程 改写 为 
U, * AU, = H(U), 
图 , g f- | (1.41) 
U = a= ,H = ; 
7 u | 0 


这 种 形式 在 我 们 而 后 讨论 的 Roe 的 Riemann 解 算 子 方法 中 是 有 用 的 . 
(2) 二 维 不 可 压 流 模型 (2D incompressible flow )15:234- 
首先 在 这 里 列 出 一 般 的 二 维 浅水 波 问 题 的 数学 模型 ,我 们 采用 Anasta- 
siou 等 人 的 比较 紧凑 的 控制 方程 形式 
U, * (F(U)), + (GCU)), = ACU), 


(1.42a) 
F(U) = Fl-yF',G(U) = G! - ,G", 
其 中 
h ( uh vh l 
U = |^u F! = | 2h + gh?/2|, Gla vuh ] 
hv uvh wh + gk?/2 
0 0 0 
pt = A, Gin [huy], H= (7 RO + Sar) + RCo 
hu, [Rey = gh( Sy, + Say) + aCe j 
(1.42b) 


X Hou. v.c IRE z 方向 和 y 方向 的 流速 的 空间 变化 漳 , (Sr Sy, 2 0 


1.3 流体 动力 学 的 某 些 数值 模拟 实验 模型 Hc 


是 河床 的 摩擦 效应 项 ,而 (S,,, 5。,) 则 是 倾斜 效 应 项 .Ci 是 Coriolis BM, v 是 
8 bit RE (eddy viscosity). 其 中 Sy= hitC ?ViV|,C 是 Chezy 系数 . 

二 维 不 可 压条 性 方 腔 流 ,是 一 个 很 经 典 的 实验 模型 . 一 个 上 方 开口 的 ,各 
边 长 为 一 个 单位 的 正方 町 模 ,内 部 充满 了 条 性 不 可 压 流体 ,上 方 有 一 个 平板 覆 
盖 并 且 沿 水 平方 向 以 1 个 单位 的 速度 拖 动 . 方 腔 的 其 他 三 个 壁面 均 为 无 滑 移 
RAE. 

(3) 后 台阶 (backward step) In] Et 

这 是 一 个 古典 的 实验 模型 问题 .如 图 1.4 所 示 . 基本 方程 仍然 是 上 述 二 
维 浅水 波 方程 . 


图 1.4 后 台阶 问题 


(4) — HE te Ha 

当前 许多 的 水 动力 学 数值 模拟 方法 的 研究 中 ,常常 采用 这 个 二 维 涡 坝 模 
型 ,而 睡 在 结构 和 非 结 构 爽 格 的 应 用 ,边界 条 件 的 数值 实验 研究 中 ,这 个 模型 
也 很 有 意义 . 如 图 1.5 所 示 , 长 宽 各 为 200 单位 的 求解 域内 ,水 坝 位 于 x = 
100 ,其 左 侧 水 坝 上 游 的 水 深 10 个 单位 ,下 游 水 深 5 个 单位 . 假定 在 水 坝 的 
y795-—170 段 发 生 突 然 的 省 塌 , 利 用 数值 方法 模拟 其 溃 流 的 情况 . 


(0.200 (100.200) (200,200) 
| 
(100.170) 


-一 一 > How 
(100,95) 


一 
10 
xim 150 50 m 


(0,0) (100,0) (200.0) 2000 


图 1.5 二 维 部 分 泪 坝 问题 的 平面 图 及 用 FVM 方法 模拟 的 图 像 


(5) MEHKE E) E (obligue hydralic jump) 
问题 的 计算 域 是 一 个 40m 长 的 平底 管道 ， 上 游人 口 宽 度 为 30m, 在 管道 一 
边 10m 处 开始 以 角度 0 = 8. 95 收缩 ,如 图 1.6 Bros. 给 定 初始 条 件 为 hy = 
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10m，xo=8.57ms ! ,uvo=0. 人 口 处 , 采用 超 临界 流 固定 边界 条 件 , 出 口 处 采用 
传输 边界 条 件 , 管道 两 边 采 用 滑 移 无 穿 透 边 界 条 件 . 


(0,30) (40,30) 


Downstream Boundary | 


Upstream Boundary : 
d s 


Shock From — 4 


i IET] 
1 —— 


图 1.6  MURCKRKIL ER ee 
练习 题 


1. 利用 特征 线 的 理论 和 方法 证 明 单 行 波 方程 (1.1) 的 解 为 式 (1.3) 
2. WEAR (1.7) + (1.8) IS E RE (1.9058. 
3. 将 方程 组 (1.28) 转 化 成 单一 未 知 函 数 向 量 的 拟 线性 形式 
V, * ACV)V, - 0, (1.28c) 
其 中 V=(p,u,p)T, 并 且 求 出 系数 矩阵 的 特征 值 和 相应 的 左右 特征 向 量 . 
4. 类 似 籽 将 方程 组 (1.36) 转 化 成 单一 未 知 函数 向 量 的 拟 线性 形式 
V,+ A(V) V, + B(V)V,=0, 
HP V- (pu, v. p)”, 34ER E ZR RE PE DUI E (DD ARR ZEB 
i. 


第 二 章 ”关于 有 限 差分 方法 和 其 他 
数值 方法 的 某 些 重要 概念 


在 这 一 章 里 ,我 们 有 针对 性 地 ,高 起 点 地 和 具有 实用 性 地 就 差分 格式 的 理 
论 分 析 问 题 进行 简洁 而 深入 的 回顾 和 讨论 . 


2.1 差分 格式 的 有 逼近 精度 、 相 容 性 、 稳 定性 和 收敛 性 


这 方面 的 讨论 是 经 典 的 ,可 查阅 Richtmyer 等 人 的 专著 [181.183.2464 或 者 有 
关 的 教科 书 . 

相 容 性 的 讨论 也 是 不 可 忽视 的 问题 ,特别 是 在 当代 的 某 些 非 线性 养分 格 
式 的 构造 和 设计 中 ,容易 造成 不 相 容 性 的 问题 . 事实 上 ,即使 在 许多 常 系数 的 
差分 格式 的 改造 中 ,例如 线性 模型 (1.1) 的 Lax 格式 对 于 FTCS 格式 的 改造 ， 
扩散 方程 模型 【1.4) 的 Dufort-Frankel 格式 对 Richardson 格式 的 改造 ER 
两 种 格式 的 相 容 性 ,都 是 有 时 间 步 长 和 空间 步 长 的 约束 的 ， 换 名 话说 ,即使 
分 格式 与 源 微分 方程 是 具有 一 定 的 逼近 精度 , 相 容 性 的 问题 可 能 还 会 有 一 定 
约束 条 件 . 

在 经 典 的 差分 方法 理论 中 ,稳定 性 的 讨论 采用 von Neumann 的 Fourier 
Jk. 至 于 收敛 性 分 析 , 则 常常 利用 Lax 等 价 定理 ,也 归 之 为 稳定 性 的 讨论 . 
今天 看 来 这 种 方法 有 不 足 之 处 . 其 一 ,对 于 一 个 差分 格式 采用 Fourier 展 并 方 
法 (或 者 虽然 也 不 失 一 般 性 ), 简 单 地 令 节 点 近似 值 表 示 为 单个 谐 波 ut = 
8"exp( iz, ) ,进而 得 到 时 间 网 格 层 间 的 放大 因子 (amplification factor) 

u"! = g(k,At)ul, (2.1) 
利用 它 进行 稳定 性 分 析 . 这 种 方法 ,事实 上 并 没有 反映 数 入 方法 的 内 在 特性 . 
事实 上 ,我 们 通常 在 实际 应 用 时 ,采用 的 也 不 是 von Neumann 稳定 性 的 必要 
条 件 
max] Algk dt) ez 14+ O(Ar),k CR,O0< cS At T, (2.2) 
而 是 比较 强化 但 是 可 靠 的 条 件 
max|4;(g(k At) | C 1,5 € 8,0 « cx Ar x T. (2.3) 


其 二 ,对 现在 发 展 起 来 的 许多 非 线性 数值 方法 ,例如 基于 Glimm?!! fj Rie- 
mann 问题 思想 的 方法 !2231,Roe 方法 `MUSCL、 PPM CRP 和 高 阶 的 Godunov 
格式 ,特别 是 高 分 辩 率 方法 的 TVD、ENO weighted ENO 等 等 ,这 种 经 典 的 判 
稳 方 法 已 经 难以 实现 . 所 以 ,理论 研究 中 又 采用 收敛 人 性 分 析 方 法 ,或 者 类 似 于 
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有 限 元 方法 的 Sobolev 空间 的 模 估 讨 方法 . 不 仅 如 此 ,由 于 当代 的 有 限 差分 方 
法 和 其 他 数值 方法 的 构造 和 应 用 ,已 经 打破 了 时 间 层 的 银 制 ,更 多 地 采用 任意 
网 格 剂 分 ,甚至 是 时 空 网 格 . 特别 是 利用 Delaunay 三 角形 的 卡 结构 的 自 适应 
网 格 生成 技术 ,收敛 性 和 稳定 性 的 分 析 又 不 得 不 与 剖 分 的 结构 ,特征 尺度 等 等 
紧密 有 关 , 进 一 步 给 理论 分 析 问 题 带 来 难度 . 可 想 而 知 ,当代 的 数值 方法 的 理 
论 分 析 , 显 然 与 方法 的 发 展 和 应 用 是 不 柑 拓 应 的 ,面临 的 任务 无疑 也 是 相当 艰 
BA. 


2.2. ”有限 差分 方法 和 其 他 数值 方法 的 守恒 性 、 
ELI 


一 个 数学 模型 前 是 某 一 种 物理 实际 ,或 者 物理 系统 的 合理 的 数学 抽象 和 
基本 描述 . 利用 有 限 差分 方法 ,或 者 其 他 数值 方法 ,进行 近似 的 数值 计算 和 数 
值 模拟 ,如 果 是 合理 又 可 靠 的 , 它 就 应 当 基 本 上 体现 该 物理 系统 的 守恒 人 性 特 
WE. 特别 是 ,对 于 许 许多 多 的 物理 守恒 性 问题 提出 来 的 所 谓 守 恒 律 方程 或 者 
方程 组 ,例如 第 一 节 中 的 (1.18)、(1.28)、(1.36) 和 (1.38) 各 式 ,数值 方法 
的 设计 和 构造 常常 要 求 具有 守恒 性 的 特点 . 

长 期 以 来 ,关于 有 限 差分 方法 的 守恒 性 的 讨论 始终 不 断 ， 就 时 间 依 赖 问 
题 的 方法 而 言 , 有 限 差分 三 法 的 守恒 性 设计 ,要 求 从 守恒 型 数学 模型 出 发 .在 
有 的 情况 下 ,这 种 要 求 就 有 局 限 性 . BR ES ES, Moretti 的 4 格 
RUSU MAC PIC 等 格子 类 (cell-type) 方 法 L246] .以 及 Roe 的 Riemann 解 算 
子 方法 41 等 等 ,它们 却 由 拟 线 性 、 非 守恒 形式 出 发 . 所 以 ,对 于 有 限 差分 方法 
而 言 ,常常 不 一 定 固守 守恒 性 的 要 求 . 而 且 , 许 多 这 样 构造 的 差分 格式 效果 同 
样 很 好 , 这 就 要 因 实 际 间 题 和 方法 的 特点 而 异 . (HORE, DAR BE HERE POUR B9 
守恒 性 检验 ,无 疑 是 非常 有 意义 的 ， 

有 限 元 方法 和 有 限 体 积 法 ,由 于 通常 采用 的 是 守恒 的 员 解 形式 ,或 者 通过 
Green 定理 转化 为 边界 积分 形式 ,所 以 比较 容易 体现 问题 的 守恒 性 特征 . 

单调 性 的 差分 格式 就 是 指 ,一 个 满足 单调 条 件 的 差分 格式 . 如果 属 式 可 
以 表示 为 下 面 的 紧 次 形式: 


w= Hayy uta ay), (2.4) 
其 单调 件 条 件 即 
B oita 7515140). (2.5) 
guy 
单调 格式 能 够 使 在 度 .间断 附近 的 数值 计算 稳定 .平滑 ,避免 产生 顺 假 振 


2.2 有 限 差分 方法 和 其 人 arm 


非 单调 性 的 差分 格式 ,常常 可 能 产生 非 线 性 计算 不 稳定 性 ,特别 是 在 波 头 
上 产生 寄生 振荡 . 对 于 最 简单 的 对 流 模型 方程 (1.1), 在 今后 我 们 会 看 到 它 的 
Lax-Wendroff 格式 就 不 是 单调 性 的 差分 格式 . 同样 ， 落 名 的 Moretti AY A H 
式 也 不 是 单调 性 的 格式 . 

即使 在 高 级 的 差分 格式 设计 ,譬如 MUSCL, PPM, TVD, ENO 和 Go- 
dunov 格式 的 构造 中 ,迎风 思想 和 单调 性 的 问题 也 是 需要 注意 保持 的 、 

一 个 线性 的 差分 格式 ,如 果 它 的 系数 是 非 负 的 ,这 种 格式 必然 是 单调 的 . 
有 下 面 的 两 个 定理 . 

定理 2.1 如 下 形式 的 格式 


mt! = = Sout (2.6) 
对 于 线性 对 流 方程 (1.1) 而 言 BABSEZDAZGAUR 
bi 0, Ve © [- K,.K,]. (2.7) 


53 ”格式 (2. Co UNUM p(p 之 0) 阶 精度 的 充分 必要 条 件 是 


(e) = A S/SP, (2.8) 
STK, 
其 中 c 为 格式 的 Courant He = SE, 


定理 2.2 不 存在 二 阶 的 线性 的 单调 格式 . 
uEBH ic 


K 
S 2(-c)9 Sk, Oi <p. 
k- -kK 


首先 ,根据 引 理 ,我 们 从 左 等 式 有 
So 7 1, S,=-c¢, S, = c?. 
itt 


K K 
= X = Sak +)? - ae Yara eS Si 2,5 
RK, = 


kK Ki 


K 
= D alkt ec. 
kc Kı 


由 于 单调 格式 的 充分 必要 条 件 0,250 RE t c) 之 0, 上 式 是 矛盾 的 ,从 而 得 
证 . 
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2.3 差分 格式 和 其 他 数值 方法 的 迎风 性 设计 


在 流体 流动 的 数值 模型 控制 方程 中 ,特别 重视 对 流 项 的 差分 离散 ,强调 保 
持 流体 流动 的 传输 特征 . 换 句 话说 ,就 是 要 强调 具有 迎风 性 . 要 求 反映 从 上 
游 或 上 风流 传 来 的 信息 这 个 特点 . 从 生活 常识 上 来 讲 , 当 你 突然 闻 到 际 来 的 
花香 ,你 自然 会 迎风 去 搜寻 . 从 数学 上 来 讲 , 这 就 是 要 符合 “特征 线 " 的 走向 的 
差分 离散 处 理 . 例如 第 一 个 模型 方程 (1.1) 一 一 人 匀 流 方程 中 的 系数 , 当 a 20, 
由 它 的 准确 解 (1.3) 就 可 以 看 到 ,空间 导数 项 的 差分 通 近 理应 采用 迎风 差分 
离散 , 即 采 用 向 后 差 商 逼近 , 才 是 比较 合理 的 . 如 图 2.1 所 示 的 差分 网 格 中 ， 
过 未 知 节点 Cz;,t, +41) 向 下 引 特 征 线 , 交 在 i 时间 层 的 中 间 某 点 ,从 而 空间 的 
迎风 差分 遥 近 应 当 是 


2.1 差分 网 格 中 的 特征 线 走 向 和 迎风 差分 


(uu * FE Curse) T 
R i 
— Goa) Te 
或 者 
COT < T Uu tuia T (aer isa) 
3 (2.10) 
= BEY (Ga) tcn. 
从 而 ,对 于 模型 方程 (1.1) ,我 们 有 最 简单 的 迎风 格式 
wt! = uc(u— ut), ¢ = gar (Courant 数 ) ， (2.11) 
x 


理论 证 明 它 是 稳定 的 . 如 果 按 照 反 方向 进行 差分 逼近 , 称 为 道 风 设计 ,得 到 的 
差分 格式 通常 哇 现 不 稳定 现象 . 因而 ,现在 有 限 差分 格式 或 者 其 他 数值 方法 
的 构造 和 设计 中 ,常常 追求 和 实现 迎风 性 的 特征 ,通俗 地 说 是 要 符合 特征 线 的 
走向 . 


2.3 差分 格式 和 其 他 数 依 方 法 的 迎风 性 设计 “17. 


最 近 , Philip Roe! 187) 考虑 到 leap-frog f& xk (5B central time and central 
space 2:421 iB U1, f ER CT CS 格式 》 
met = quU — eu, — ut) (2.12) 
不 存在 数值 耗 散 的 优点 ,但 是 它 的 数值 色散 效应 或 者 数值 群 速度 效应 很 强 ， 
作者 利用 了 迎风 性 思想 进行 改造 , 即 选 择 了 新 的 迎风 性 的 节点 模板 (stencil), 
{如 图 2.2(a)) 所 示 . 并 且 对 单行 波 模型 方程 (1.1) 采 用 如 下 逼近 


BU - uf) + (ufa vb] 


u u 


u’ oou] | 


= 0， 
At Ax 
从 而 得 出 了 迎风 型 的 Leap-frog 格式 
ut l= yt} -(1-2c)Cu" -ut 1), (2.13) 


其 效果 十 分 明显 . 它 既 保持 了 LE RAR RAE SRR, XAA DUX 
性 ,克服 了 在 间断 和 大 梯度 附近 出 现 虚假 振 划 ,以 及 在 第 三 章 将 会 了 解 的 波形 
错位 的 问题 . 它 的 节点 采用 了 图 2.2(a) 的 四 节点 模板 ,而 不 是 简单 迎风 格式 
(2.11) 的 上 面 三 节点 模板 . 如 果 再 增加 e, 时 间 层 的 左右 两 个 节点 (如 图 2.2 
(b) AR AR) ,其 至 可 以 设计 更 好 的 、 更 高 阶 的 迎风 型 的 leap-frog 格式 '481， 详 见 
下 一 节 的 讨论 . 


2.2 利 由 迎风 思想 扩展 节点 模板 设计 高 阶 L-F 格式 


同样 ,在 高 精度 的 各 种 有 限 差 分 方法 构造 中 ,特别 是 高 分 辨 率 方法 ,也 常 
常 采用 迎风 的 思想 . 例如 ,ENO 方法 的 节点 模板 《stencil) 选择 . 不 仅 如 此 ， 
在 有 限 元 方法 和 有 限 体 积 法 的 设计 中 ,今天 也 在 利用 这 种 迎风 思想 ,从 而 设计 
出 迎风 型 有 限 元 方法 等 . 

作为 一 个 重要 的 内 容 ,我 们 就 一 般 的 流体 力学 守恒 型 方程 组 ,介绍 迎风 的 
离散 逼近 方法 . 对 于 类 似 于 (1.18) 一 (1,20) 的 一 个 一 般 一 维 问题 ,可 以 写 在 
拟 线 性 形式 


U, + AU, = 0, A = 20D), (2.14) 


U,, WẸ «0.5, 


idi ee 如 果 x 0.5. 


(2.15) 
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在 大 多 数 实际 情况 下 ,Jaeobi 和 矩阵 A 有 两 两 互 异 的 特征 值 和 线性 无 关 的 特征 
向 量 组 


Ay SA, Ss SA, 101, TU2 s Wms (2.16) 


并 且 存 在 一 个 非 异 的 矩阵 了 ,使 得 


A 0 
T'AT-A- (2.17) 
n dis] 
我 们 如 果 设 定 
A+ = max(à;,0) = la, FLA) 
(2.18) 
az conica io, ALS 
显然 有 
à -APRARACGACCA.,I AI=Ar-A-， 
(2.19) 
At= TET AS AU ACSDA (RASTA 
其 中 ， 
ai 0 
T'A T= At= : (2.20) 
0 AG! 
利用 以 上 的 结果 ,一 种 简单 的 一 阶 迎 风格 式 可 以 得 到 
Ur = U7 - ÑÉ(A* VU} + A^ AUD) (2.21) 
x 
或 者 


Ve = WEA VVI + A7 AVI), V= TU. (2.22) 


这 里 我 们 采用 了 文献 [246] 中 的 向 后 差分 和 向 前 差分 的 记 法 
Vf, = f,- fias Mf = fea cfe (2.23) 

此 外 ,也 可 以 利用 左 特 征 向 量 将 方 竹 变 化 为 沿 特 征 线 的 局 部 积分 形式 , 采 
用 局 部 的 离散 逼近 构造 迎风 格式 . 今后 我 们 将 进行 比较 详细 的 讨论 ， 

上 面 的 讨论 ,同样 也 可 以 推广 到 二 维 问 题 (1.36) (1. 42) ,届时 更 多 的 采 
用 分 数 步 方法 ,或 者 说 空间 方向 交替 方法 . 

在 今后 介绍 的 特征 积分 型 格式 .TVD、`ENO、 有 限 体积 法 和 间断 有 限 元 方 
法 的 讨论 中 ,我 们 将 不 断 地 看 到 迎风 性 方法 设计 的 特点 和 风格 . 
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2.4 间断 解 ,或 者 弱 解 的 一 些 重要 概念 132.42,46,246] 


首先 考 虚 一 个 间断 解 的 模 型 方程 , 凤 第 一 章 时 的 激 波 模 型 方程 
itun Be ced (5) = 0. (2.24) 


二 般 说 来 ,即使 给 定 的 初 值 条 件 非 常 光滑 , 它 的 解 也 可 能 发 展 成 间断 或 激 波 . 
其 实 ,这 是 无 枚 散 性 的 非 线性 方程 的 - - 般 特 性 . 因而 ,间断 解 的 理论 研究 和 数 
值 模 拟 就 显得 特别 重要 和 有 实际 意义 . 


1. 间断 关系 


Rankine-Hugoniot relationship 


对 于 一 般 守 重型 方程 ,又 称 为 守恒 律 问题 
u, + CfCu)), = 0. (2.25) 
A Te) BB ok a AY FT KA 
S[u] = [Lf(u)], 
(Fal = fCu,) -FL = u,- i, 
其 中 s 为 问 断 或 者 称 为 激 波 的 传 潘 速度 ，* ] 表示 其 内 函数 在 间 新 点 或 激 波 
的 左右 两 侧 值 的 跳跃 .或 者 变 差 . 关系 式 {42.26) 称 为 Rankine Hugoniot jump 
condition 或 Rankine-Hugoniot relationship. 


例如 ,前 面 的 激 波 模 增 方程 (2.24) ,如 果 是 下 面 的 初 值 条 件 


(2.26) 


ll, rx, 
u(Cr,0) = lo, ul (2.27) 
该 条 件 本 身 就 是 一 个 间断 或 者 称 为 激 波 . 那么 它 的 准确 解 也 是 激 波 ,其 传播 
速度 为 
u? 1 
[2] 2-0 
Sz FA] => 0 = 0.5. (2.28) 


[ri f 3 eb TAE E EA A IE HL D RR SF el 90 t 8 77 B8 T zy, RR do LA 
间断 关系 进行 数值 方法 的 理论 研究 和 分 析 ,或 对 数值 方法 进行 检验 和 判断 ， 


21. i8] Br RB 99 SEE] 18 358 & HF (entropy condition) 


BESS IC ,数学 上 的 间断 解 问题 ,其 解 是 不 惟一 的 . 最 简单 的 例子 
就 是 激 波 模型 方程 (2.24) 和 反 向 的 激流 初 值 条 件 
T <0, 


jo, 
= 2.29 
u(x,0) n x 0. ( ) 
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它 的 解 可 以 是 中 心 稀 朴 波 的 形式 ,又 可 以 是 所 谓 的 发 散 激 波 情况 这 样 两 种 解 . 
但 是 ,从 物理 实际 上 ,所谓 的 发 散 激 波 是 根本 不 应 当 存 在 的 ,因为 它 违反 了 热 


Aft. 
Lax He dix Fh HS A (E p R ELXIL SY R E ERE 3x 5 d (2.24) 
+ (2.29) 的 惟一 的 物理 解 ,应 当 是 下 述 相应 问题 (2.30) + (2.29) 的 解 的 极 
限 
u, + Hu, = EH. (2.30) 
也 就 是 说 
limi, Cr, 1) = u(x,t). (2.31) 
同样 的 讨论 对 于 (2.25) 的 间断 解 ,应 当 是 下 述 问 题 的 极限 解 : 
u, + Cf Cu)), = Euz (2.32) 
KF RS ZI PE BS SESE SBM ERS LARA RIF. 


其 中 最 重要 的 是 前 苏联 数学 家 Oleinik MBA. 例如 ,对 于 标量 守恒 律 的 间 
断 解 问题 Oleinik BAER 


f(íu,)- flu) <s< fw $ Fu) 
u.— u u~ u (2.33) 
u € (minl uj u,),max(uj, u,)), 
ERI DEBRIS Re 
fladss<s flu) (2.34) 


的 一 种 差 商 表示 . 

1971 年 Lax 给 出 了 另 一 种 形式 的 炳 条 件 . 

如 果 存 在 的 一 个 则 函数 U(u) 称 为 粹 函数 ,和 一 个 w 的 连续 可 微 函 数 
F(u) PARR BR, E EA IE 


ZUG + g-F(u) = 0,U' Cu) f/(u) = F(u), (2.35) 
ECU, FARN. 设 对 于 任意 cg€ Co (RX R* ), gx :)270, UREN 
- ff eve) + e,F(u)]dxdt <0, (2.36) 
或 者 在 弱 意 义 下 


3U(u) , 9F(u) 
cu + Pe <0. (2.37) 


对 于 数值 解 过 程 ,适当 的 数值 耗 散 性 ,是 我 们 能 够 得 到 真正 的 物理 解 的 根 


本 保证 . 因此 ,在 数值 计算 或 者 数值 模拟 间断 解 问题 时 ,必然 要 引入 一 定 而 合 
理 的 耗 散 性 效应 . MEA HADES AS TI A LE A A 
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黏 性 方法 的 原因 . 
3. 何谓 Riemann 问题 和 Riemann 问题 列 


求解 间断 问题 ,就 应 当 其 有 间断 的 观点 ,这 是 显而易见 的 ，Glimm 在 
1965 年 就 提出 了 间断 分 解 的 患 想 ,或 者 说 Riemann 问题 的 概念 . 一 个 最 简单 
的 例子 就 是 (2.15 一 2.16) 这 样 的 左右 间断 常数 的 间断 分 解 问题 . 一 般 的 提 
法 是 

U, + f(U), = 0, 
Upsz D, 


T EE E 
U(r.0) Uo(x) ts (2.38) 


U = Cur un, fC U) = (Filu), t, fala) E. 
数值 解 的 许 许 多 多 高 分 辩 率 方法 ,诸如 Chorin 的 RCM, Van Leer 的 MUS- 
CL, Roc 方法 .Collela 的 PPM (分 段 抛 物 线 方法 ) Godunov 方法 ,以 及 Harten 
等 人 提出 和 发 展 的 TVD、TVB 和 ENO 等 等 ,它们 几乎 都 采用 了 这 种 Rie- 
mann 间断 解 的 思想 . 即将 每 一 时 间 层 益 分 网 格 的 中 间 点 ,都 看 作 是 这 种 间 新 
分 解 的 Riemann 问题 ,或 者 说 是 在 得 个 时 间 层 上 上 ,由 网 格 上 的 积分 平均 定义 
了 -- 个 阶梯 的 函数 分 布 ” O- ,从 而 构成 了 每 一 个 时 间 层 上 的 Riemann 问题 
列 . 
U, + F(U), = 0,27 & x Sx t, E SS Gur (2.39) 
ee Era. 
ON | Ute Fk SoS aii 5 TEES om) 
应 当 指 出 ,近代 的 高 分 辩 率 方法 ,一般 采用 网 格 上 的 积分 平均 来 定义 节点 
函数 值 HIT 


ur = [tule de, 
Ux tek (2.41) 
上 i ls 
2 2 2 


从 而 形成 了 时 间 层 上 的 一 种 阶梯 函数 分 布 . 因此 ,在 上 述 的 单个 网 格 内 [ x;， 
Xi+1] ,在 中 点 工 王 .+3 就 鬼 成 了 一 个 间断 分 解 问 题 ,这 就 是 间断 分 解 的 Rie- 
mann 问题 . 


2.5 Riemann 问题 的 数值 解 方法 


今天 看 来 ,一 个 精细 和 有 效 的 偏 微分 方程 数值 方法 ,或 者 计算 流体 动力 学 


22 、 E X 关于 有 限 差 分 方法 和 其 他 数值 方法 的 某 些 重要 概念 


方法 ,实质 上 是 求解 Riemann 和 Riemann 问题 列 的 方法 . 因为 它 不 仅 是 适应 
于 光 兴 的 古典 解 ,而 更 主要 的 是 针对 各 种 间断 解 具有 大 梯度 .大 变形 解 的 方 
法 . 我 们 首先 简单 地 给 予 分 类 拖 述 . 


1. 构造 性 的 近似 解 方法 


最 具有 物理 或 力学 特征 的 方法 是 各 种 构造 性 的 近似 解法 . 这 里 首先 要 提 到 
的 是 利用 特征 线 关 系 和 间断 关系 (Rankine-Hugoniot relations) 的 古老 的 特征 线 激 
波 装 配 法 (shock-fitting-type methods, 详细 的 讨论 ,可 参考 文献 [2461). 由 于 
方法 的 强 非 线 性 和 先 代 收 伍 问 题 的 复杂 性 ,特别 是 向 一 般 情 况 推广 的 困难 , 极 
大 地 限制 了 方法 的 发 展 和 应 用 . 

其 次 ,当代 最 适应 .最 有 效 的 构造 性 方法 ,发 展 迅速 ,种 类 繁多 . 其 中 最 为 
重要 的 是 Roe 的 Riemann 问题 近似 解 算 于 (approximate solver) 方法 . 1981 
年 Roe 针对 齐 次 守恒 律 方程 组 Riemann 问题 (2.38) ,提出 了 一 种 线性 化 的 求 
近似 解 的 方法 ,作者 称 为 approximate Riemann solver 方法 . 其 基本 思想 ,是 构 
造 守恒 律 方程 组 的 流通 量 函 数 FI) 的 一 个 满足 三 项 条 件 的 常数 矩阵 AU, 
U.) ,代替 原来 的 Jacobi 矩阵 A. 而 且 , 原 Riemann 问题 (2.38) 近 似 地 由 线性 
化 方程 组 


U, + A(U,,U)U, = 0,U = (uje, up)! (2.42) 
UD ae ho n (2.43) 
#0) = 4 
7 Uy. £> 0， 


来 取代 . 而 实际 的 求解 方法 , 则 利用 了 加 权 平 均 的 参 向 量 (parameter vector). 
例如 对 于 流体 动力 学 方程 组 采用 质量 加 权 平 均 ,在 浅水 波 问 题 方程 组 采用 水 
深 吉 权 平均 等 . 


(few), + GL pw), 


w(U,,U,) = — 
+ 
Vn V Pr (2.44) 
wA Whw) + (d hw), 
Ps D EE: 


其 中 w 可 以 代表 守恒 律 方程 组 的 其 他 未 知 函 数 , 如 u,v, pe H S, E 
CBR o 或 者 水 染 函 数 h ,就 成 了 这 种 参 向 量 的 基本 参数 . 于 是 让 (Ul, U,) 的 
特征 向 量 , om AY EE DERE E. Gump) (CU, - UA RHEE 
f( U1) — FU 将 都 按照 这 种 参 向 量 展开 ,构造 性 地 给 出 了 一 种 很 有 特色 的 
求解 途径 . 这 种 思想 ,在 今天 的 许多 数值 方法 的 研究 和 设计 中 常常 被 引用 . 
这 种 方法 的 详细 讨论 和 分 析 将 放 在 第 四 章 里 . 

类 似 的 Riemann 问题 近似 解 算 子 方法 ,有 Harten, Osher 等 等 所 提出 表达 
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形式 . 

1987 年 Ben-Artzi 又 提出 了 称 之 为 Riemann 问题 方法 ,简称 RPM. 它 是 
一 种 改进 的 Godunov 二 阶 方法 ,其 中 采用 了 左右 线性 函数 初 值 的 Riemann 问 
题 作为 求解 的 出 发 点 . 类 似 于 Harten 和 Osher 等 人 的 相似 解 形式 . 方法 在 各 
种 复杂 的 :一 维 激 波 和 障碍 物 相互 作用 的 数值 模拟 中 很 有 成 效 . 

FE HS yu EE SB ,我 们 将 比较 详细 了 讨论 Riemann 间断 分 解 问 题 和 Riemann 
问题 的 Roe 算 子 方法 . 


2. 间断 解 捕捉 法 


第 二 类 方法 ,是 所 谓 的 间断 解 捕获 方法 {shock-capture-type methods). 这 
是 当代 更 为 活路 .广泛 采用 的 方法 . 原因 是 它 一 般 并 不 涉及 间断 解 的 间断 关 
系 , 避 开 了 复杂 而 困难 的 非 线 性 选 代 ,借助 方法 所 固有 的 数值 耗 散 性 效应 (或 
者 数值 莫 性 效应 ) ,自动 地 捕获 到 所 要 计算 的 间断 解 结构 . 

当然 ,古典 的 所 谓 人 王 黏 性 法 ,以 及 各 种 数值 耗 散 性 的 有 限 差 分 方法 都 是 
属于 此 类 D31.183]. 

许多 的 所 谓 高 分 辨 率 方法 , 则 是 这 类 方法 的 最 新 发 展 和 代表 . 所 以 ,今天 
我 们 常常 提 “ 高 分 状 率 方法 ”的 设计 问题 . 

一 个 真正 的 好 格式 , 它 应 当 能 够 在 数值 计算 和 数值 模拟 实验 中 ,得 到 原 问 
APER .锐利 的 波形 图 像 ,习惯 上 称 为 具有 高 分 辩 率 . 最 早 提 出 这 一 概念 
的 是 Harten 等 人 的 著名 的 论文 3 ,应 当 说 这 是 TVD 格式 的 开创 性 的 工作 . 
所 谓 TVD(total variation diminishing), 就 是 采用 自 适应 的 数值 耗 散 和 色散 的 
调节 机 理 , 保 证 总 网 格 函数 值 变 差 减 小 性 质 . 即 要 求 数值 解 满足 条 件 


TV(u") = Ar >) |Au’|, (2.48) 
其 中 
TVG) S TV (2.46) 
TVD 格式 的 一 般 形式 为 
uth = u! - Athar zx fA) (2.472) 


或 者 
本 De 本)， (2.47b) 
其 中 ,fi+1 称 为 数值 流向 量 (numerical flux) 
fuia = flies ti REO, (2.48) 
它 要 求 满足 相 容 性 条 件 
fu u) = flu). (2.49) 
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对 于 (2.44b) 形 式 的 TVD 格式 ,有 小 面 的 重 时 定理 
Harten 引 理 ”格式 是 TVD 的 一 个 充分 条 件 是 
Cun 9, Daria 20, 
lo S Cmi + Da xl. 
证 明 重 写 差分 方程 


ntl 
i+1 


(2.50) 


— > " n n n 
u = uta — Cryo lates 7 ef) + Duss(ulia 7 D. 


减 去 (2.47b) 式 ,可 得 
atl uit = Cathy pA — Chap Daa 
+ Cinku? — ura) + Daas(usa uia) 
利用 定理 的 给 定 条 件 , 取 两 侧 的 绝对 值得 
Lada c a KI uty — et l- Cui | wy u? I Dau lus ut | 
+ Ci) ub w lt Daan | us Ua l- 
对 指标 i RA 
Dg Di 


— Die b uw ltC lu-ultD.,!uia-un I 3 

即 得 
S dau -atihge o P anro S 

注意 ,此 时 是 假定 的 周期 或 紧 致 边界 条 件 . Harten 引 理 是 证 明 数 值 格式 
为 TVD 的 常用 依据 . 

数值 流向 量 的 构造 是 否 优良 ,直接 关系 到 格式 的 精度 .效用 和 分 辨 率 , 特 
别 是 关系 到 方法 的 自 适应 性 . 事实 上 ,PPM,TVD,ENO 和 WENO, 以 及 高 阶 
的 Godunov 格式 等 ,都 可 以 属于 high resolution 类 方法 . 

那么 ,又 是 如 何 实 现 高 分 辨 率 格式 的 设计 呢 ? 这 就 是 在 保证 格式 的 相 容 
性 稳定 性 的 前 提 下 ,在 设计 和 构造 格式 时 能 够 尽 可 能 减弱 其 数值 耗 散 性 (可 
是 ,又 要 避免 陷于 数值 逆 耗 散 性 的 境地 !) 保 持 数值 耗 散 性 优势 . 关于 这 方面 
的 内 容 ,将 在 后 面 进行 深入 的 讨论 . 


3. 具有 统计 模拟 特点 的 数值 方法 


众所周知 ,Monte-Carlo 方法 是 一 种 古典 的 具有 统计 特点 的 近似 数值 方 
法 


格子 气 和 格子 玻 尔 北野 方法 (lattice gas method and lattice Boltzmann 
method) 是 近 十 几 年 发 展 起 来 的 ,用 于 模拟 各 类 物理 场 的 一 种 数值 模拟 方 


练习 题 . 25 . 


BUTS. 190,137. LJ pg OE eB REM KR ,其 根本 思 
想 是 对 数学 物理 问题 重新 建立 离散 粒子 的 统计 模型 . 利用 预先 规定 的 规则 和 
相应 的 问题 背景 ,进行 流体 和 物理 现象 的 数值 模拟 . 

数值 方法 发 展 到 今天 CARRERA .精彩 纷呈 ,无论 哪 -~ 类 方法 都 有 
自己 的 特色 和 长 处 ,也 有 其 弱点 和 局 限 性 . 差分 方法 的 优点 是 灵活 .多样 GR 
应 性 强 ,但 它 在 几何 区 域 上 又 很 受 限 制 : 有 限 元 方法 却 在 求解 区 域 上 灵活 8 
近 精 度 高 ,但 在 处 理 流 体 的 许多 复杂 问题 上 受 限 制 ; 有 限 体 积 法 ,特别 是 非 结 
构 网 格 的 有 限 体 积 法 基本 [结合 了 有 限 差分 方法 和 有 限 元 方法 的 长 处 ,实际 
上 就 是 有 限 差分 方法 和 有 限 元 方法 相互 渗透 和 相互 融合 的 产物 ， 

现在 看 来 ,许多 新 型 的 方法 常常 是 各 种 不 同类 型 方法 思想 的 融合 或 者 结 
合 和 取长补短 而 发 展 、 创 新 的 结果 . 例如 Chorin 提出 的 著名 的 随机 选择 法 
(random choice method) 就 是 结合 了 特征 线 构造 性 方法 、 统 计 模 拟 思 想 的 近似 
解 方 法 . 

男 一 方面 ,有 限 元 方法 的 研究 和 应 用 也 是 非常 活 唉 的 ,混合 元 ,间断 元 \ 运 
动 元 和 时 空 元 方法 ,迎风 有 限 元 方法 , 谱 有 限 元 方法 (spectral FEM) ,控制 体 
有 限 元 方法 (control volume FEM), 边 界 有 限 元 (boundary finite methods) 方 法 
等 等 的 有 限 元 方法 研究 和 应 用 业已 取得 很 大 成 功 . 

我 们 应 当 尽 可 能 地 了 解 许多 新 方法 .新 思想 ,如 有 限 体积 法 , 谱 方 法 ,特征 
线 方法 和 格子 类 方法 等 ,也 需要 认识 某 些 新 发 展 , 如 多 重 网 格 法 ,区 域 分 解法 ， 
格子 气 和 格子 Boltzmann }&, front tracking 方法 ,MAC、PIC 和 volume of fluids 
方法 等 ,在 实际 问题 的 数值 模拟 中 HHS BSH ABE .开拓 创新 . 


练习 题 


1. 证 明 upwind leap-frog 糙 式 (2.13) 与 齐 次 常 系数 单行 波 方程 (1.1) 相 容 ， 
2. 证 明 对 于 齐 次 常 系数 单行 波 方程 (1.1) ,通过 Taylor 展开 方法 设计 的 Lax- 
Wendroff 格式 


2 
€ c 
ui = uf g ia uti) t x Gfa 2u? + uta) 


是 非 单调 格式 ， 

3. 对 于 气体 动力 学 方程 组 (1.28a}(1.28b) 和 各 拟 线 性 形式 (2.14) , 试 求 相应 的 
T.A*,|AI,F* . 并 且 设 计 一 种 迎风 型 格式 . 

4. FIGS) Burgers 方程 的 (2.24), 试 求 它 的 炉 对 . 即 u 的 一 个 是 函数 
U(w) 和 一 个 u WERT MRN F(u). 
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通过 前 一 章 的 回顾 和 介绍 ,我 们 已 经 看 到 ,对 于 有 限 差 分 方法 和 其 他 数值 
方法 的 理论 分 析 , 有 稳定 性 .收敛 性 、 守 异性 和 单调 性 ,其 至 还 有 "迎风 性 ”, 间 
Ir fg A HE — FE BO HN AE PRAE. 这 些 理论 分 析 问 题 关 系 到 数值 方法 的 可 靠 性 、 
合理 性 和 有 效 性 问题 ,是 最 根本 的 理论 课题 ， 

可 是 ,今天 数值 方法 的 研究 和 应 用 ,已 经 不 仅仅 是 方法 的 可 靠 性 、 合 理性 
的 问题 了 ,而 是 正在 向 数值 方法 内 部 的 .固有 的 . 微 现 的 性 质 深入 着 ,也 就 是 说 
更 进一步 地 要 求 数值 方法 的 精细 ,高 分 辨 率 和 自 适应 性 效果 . 比如 说 ,对 于 同 
一 个 微分 方程 ,我们 可 以 通过 各 种 方法 ,设计 它 的 许 许 多 多 的 差分 格式 . 这 些 
差分 格式 通过 理论 分 析 , 有 的 是 稳定 的 .可 靠 的 ,而 有 的 是 不 稳定 的 .不 合理 
的 . 即使 那些 稳定 的 .可靠 的 格式 ,也 各 有 不 同 的 表现 形式 ,其 中 有 的 表现 出 
很 强 的 光滑 化 数值 效果 , 即 呈 现 很 强 数值 耗 散人 性 效应 ;有 的 则 可 能 导致 在 数值 
解 梯度 大 的 地 方 产生 寄 和 牛 (parasitic) ,或 者 虚假 (spurious) 的 振 葛 ,呈现 很 强 的 
数值 色散 性 效应 ;特别 是 ,有 的 格式 计算 的 数值 解 波形 ,或 者 波 包 (wave-pack- 
et) ,还 会 发 生 位 置 漂移 超前 移 位 或 滞后 移 位 (wave-shift, leading shift or lag- 
ging shift) 现 象 , 这 就 是 现在 引起 重视 的 数值 群 速度 效应 问题 ,上述 所 表现 的 
差分 格式 的 性 质 ,已 经 不 是 稳定 性 ,收敛 性 、 守 恒 性 和 和 单调 性 所 能 够 解释 和 处 
理 的 . 它 涉及 差分 格式 的 内 在 微观 的 特征 . 这 就 是 我 们 在 这 一 章 讨论 的 数值 

有 了 跟 差 分 方法 的 稳定 性 和 收 敏 性 理论 研究 的 葛 基 性 工作 属于 1928 年 
Courant, Friedrichs 和 Lewy[471. 20 世纪 40 年 代 和 50 年 代 ,von Neumann 和 
Richtmyer 等 提出 和 发 展 了 Fourier 分 析 方 法 [480 ,使 有 限 差 分 方法 的 理论 分 
析 工 作 得 到 了 迅速 的 发 展 和 广泛 的 应 用 . 对 此 我 们 在 前 一 章 里 已 经 提 及 , 想 
来 读者 也 早已 熟知 . 60 年 代 的 后 期 Hirt!) Al Fromm SRAM UIA, A 
限 差分 格式 内 在 的 数值 耗 散 性 和 数值 色散 性 效应 的 重要 ,分 别提 出 了 “启发 性 
的 判 稳 理论 (heuristie stability theory)” 和 "减弱 数值 色散 效应 方法 (method of 
reducing dispersion)”. 前 者 利用 差分 格式 的 二 阶 数值 耗 散 余 项 的 正 负 ,来 判 
断 差 分 格式 的 稳定 与 否 ;后 者 提出 "zero average phase error” 的 思想 ,利用 不 同 
格式 的 组 合 , 减 弱 或 者 消除 数值 色散 效应 引起 的 寡 生 振荡 和 非 线性 不 稳定 性 . 
特别 是 70 年 代 以 来 ,到 arming-Hyett 提出 了 modified PDE 思想 和 分 析 稳 定性 
的 方法 [2381 , 发展 了 Hirt 的 思想 ,提出 一 种 系统 而 有 效 方 法 . Vichnevtsky、 
Bowlest2321 和 Trefethen[225] 更 进一步 注意 到 差分 格式 的 数值 群 速 度 效应 问题 . 


3.1. 在 数值 模拟 中 存在 的 某 些 奇怪 现象 本 


从 80 年代 初 开始 ,刘岩 矶 "140142491 等 人 明确 地 提出 了 有 限 差 分 格式 数值 余 
项 效应 的 课题 和 理论 分 析 方 法 (numerical remainder-effect analysis method , 简 
Fk REAM). 利用 这 种 途径 , 叮 以 通过 对 有 限 差 分 格式 的 数值 余 项 的 分 析 ,对 
格式 的 精度 、 相 容 性 ,稳定 性 .数值 耗 散 性 、 数 值 色散 性 和 数值 群 速度 效应 , 统 
一 地 进行 讨论 . 特别 是 ,这 种 方法 非常 上 共有 构造 性 ,也 就 是 说 ,通过 分 析 可 以 
对 差分 格式 的 内 在 栅 理 、 特 性 和 改进 方向 有 所 把 握 , 从 而 可 以 进行 格式 的 改 
造 、 改 进 和 优化 . 


3.1 在 数值 模拟 中 存在 的 某 些 奇怪 现象 P23246 


1. 为 什么 算术 平均 产生 如 此 神 育 的 效果 
考虑 最 简单 的 数值 模型 (1.1) 的 齐 次 形式 


bo di, = Ô, a = const > 0. (3.1) 
众所周知 , 它 的 FTCS (forward time and central space UL) 差分 格式 
(Courant 数 ) (3.2) 
是 不 稳定 的 ,但 是 如 果 将 右 端 第 一 项 利用 算术 平均 替换 , 即 得 Lax 格式 
ett o LG + upa) SG cuts (3.3) 


然而 这 一 格式 却 是 稳定 的 ,不 仅 稳 定 而 且 是 有 点 "稳定 过 头 ”部 呈现 出 很 强 的 
数值 耗 散 性 效应 ,或 者 称 为 光滑 效果 . 如 图 3.1 所 示 . 

l) At=00 
The initial pulse-wave 
0.5 C708 


09 xi 


图 3.1 一 个 尖 波 初 值 经 过 Lax 格式 计算 后 的 光滑 效果 


类 似 的 例子 是 对 于 热传导 方程 
u, = Ruz, k = const > O (3.4) 
有 我 们 大 家 所 熟悉 的 Richardson xX 
gia qui q afuta — 2uf easy) oo jv (3.5) 


它 也 是 不 稳定 的 . 然而 仅仅 采用 了 一 种 算术 平均 的 蔡 换 ,所 得 到 的 Duford- 
Frankel 格式 , 即 
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+ 1 =- 
ut! m at auta — Catt + at) = 


却 是 恒 稳 定 的 格式 . 


kt 
Ax? 


(3.6) 


2. 为 什么 在 大 梯度 、 人 工 边界 、 介 质 面 和 变 网 格 界面 会 产生 数值 振荡 


如 果 对 于 (3.1) ,给 定 “ 方 波 " 的 初 值 条 件 
Ee EO 2 <1.0, 


10 = 3.3 
uo = 10， dn» 0， Ba 
分 别 采用 Lax-Wendroff 
ut = ul Slua- uga) Su -2u tuti) (3.8) 
和 Warming-Beam 格式 
witl= yt 一 su — 4u? , + u" 3) 
^ (3.9w) 
+ SQL -Rutt wa), a 0, 
或 者 同样 效果 的 Moretti 的 入 格式 ( 见 第 3.5 节 ) 
VU 二 c(2u™ — 3u?_, + u? 3). 
u^*l = ut! — elult! 一 u1*1), (3.9m) 
atl dey + aT) 


计算 ,其 结果 给 出 在 图 3.2 中 . 读者 可 以 看 到 土 述 两 种 格式 分 别 在 方 波 的 波 
头 、 波 尾 或 者 在 波 尾 . 波 头 产生 虚假 的 振荡 . 特别 有 趣 的 现象 是 两 种 格式 所 产 
生 的 振 葛 ,很 有 点 反对 称 的 特征 . 下 面 通过 有 限 差 分 格式 的 余 项 效应 的 研究 ， 
我 们 将 会 看 到 ,这 是 由 它们 的 数值 色散 人 性 余 项 和 效应 的 走 反 性 质 所 决定 的 . 


t-0.0 1220 


|| t=00 | 1-200 


(a) (b) 


E 3.2 ARN AREA BW 和 Moreti 格式 计算 


再 例如 在 粗糙 的 人 工 边 界 条 件 、. 变 网 格 界面 或 者 在 不 同 的 介质 面 ( 郎 不同 
的 方程 系数 ) 的 地 方 , 也 常常 产生 这 种 寄生 的 高 频 振 功 . 读者 还 可 以 在 文献 
[225,118] 中 找到 类 似 的 有 趣 的 示例 . 


3.1 在 数值 模拟 中 存在 的 某 些 冯 怪 现象 29. 


3. 为 什么 数值 解 的 波 包 、 波 前 等 常常 发 生 位 置 的 漂移 或 错位 3251 
首先 看 一 个 简单 的 例子 . 考察 方程 (3.1) 的 如 下 高 频 振荡 波形 的 初 值 条 


件 
eM singe, O< 2 <1, 
,0) = 3.10 
eee ds x «0H x1, sD 
其 中 “一 1,5=40r,Ar= sc 70.6. 利用 蛙 跳 格式 
“te! = u” !— (ut, - ul) (3.11) 


进行 计算 . SERRA EM 3.3. 


JI=20 c-08 


ooo 


n 
一 2 小 上 ii Ao 


l 
12 
D 
inl 


图 3.3 一 个 高 频 振 功 波 初 值 经 过 L-F 格式 的 计算 产生 了 波 包 的 严重 错位 


事实 上 ,这 种 数值 解 的 错位 现象 时 有 发 生 . BH 1965 年 ,Zabusky 和 和 
Kruskall253 通 过 孤立 子 的 数值 模拟 试验 ,就 已 经 发 现 了 数值 解 的 波形 所 产生 
的 错位 现象 . 那 是 对 于 KdV 方程 和 孤立 子 初 值 条 件 ， 


u, + 6uu, + uu, = 0,u(2,0) = 2p sech?( gr) (3.12) 
采用 简单 的 系数 项 算术 平均 的 差分 格式 
= ut! " Zat Cut +1 + u; + uj. DG rT uj- 1) 
(3.13) 


B Aug (hea ~ uj + 2uj4-— uj.2). 
试验 的 结果 发 现 ,数值 孤立 子 竟然 基 现 沼 后 现象 . 尽管 数 十 年 来 已 经 有 许多 


学 者 进行 了 这 样 那样 的 研究 和 解释 ,其 中 文献 [198] 的 解释 可 以 说 是 最 为 合理 
和 严格 的 ,但 是 也 只 是 说 出 了 其 所 以 然 . 
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3.2 有 限 差 分 格式 的 modified PDE 


和 格式 余 项 效应 分 析 方 法 
1. 微分 方程 及 其 解 的 耗 散 与 色散 
考虑 常 系数 线性 微分 方程 
x Ey (3.14) 
其 解 可 用 单 波 解 的 选 加 来 表示 
utz.) = 2 Aen, (3.15) 


其 中 A, 为 衰减 因子 ,w 为 频数 .6 为 波 数 . 上 式 中 每 一 个 波 分 量 都 是 线性 方 
程 (3.14) 式 的 解 . 不 失 一 般 性 ,只 考虑 单 波 解 

u(x,t) = e "tg t6) 一 el otivtiy, (3.16) 
则 有 原 微分 方程 的 耗 散 关系 ao(&) ,色散 关系 vlé) ARE SCS) PRED 
DAC; 


ao = aol) =- ReCL (i£)), (3.17) 

wo = wol ê) = Im(L (i£), (3.18) 
eg CE) 

9 = v0(8) = (3.19) 
down(E) 

9 = lE) = Tues (3.20) 


Xi wo=0, 则 称 方程 为 纯色 散 型 方程 ; 若 wo=0, 则 称 方程 为 纯 耗 散 型 方程. 
2. 差分 格式 的 modified PDE 和 数值 余 项 效应 分 析 方法 


根据 Warming 和 Hyett 的 MPDE JE 48 0 01 fi 8 RI 25 ^ T8 E TK 
分 析 方 法 (参见 [118 ,140 ,144,146,1471) , RAIE EL PE ie 28 27 FS BBC (FE RC 
性 及 数值 色散 性 等 余 项 效应 . 
对 方程 (3.14) ,其 相 容 的 差分 格式 可 写成 
20A 7 D Barg. (3.21) 
其 中 A, B, 为 差分 方程 系数 ,a,8 为 整数 . 经 过 Taylor 展开 的 自 循环 消去 
法 ,可 将 格式 (3.21) 转化 为 完全 等 价 的 修正 的 偏 微分 方程 ( 即 modified PDE) 


u, = iL 2. u + R, + R,, (3.22) 
da P 


3.2 有 限 差 分 格式 的 modified PDE 和 格式 余 项 效应 分 析 方 法 ，31 - 


其 中 
Iiu 
R, = i, 3 .22: 
2 vu ag ( s) 
4 gents, 
R, = > Hamel FEELIIM (3.22p) 


其 中 RR, 分 别 为 数值 耗 散 余 项 ,数值 色散 余 项 . 以 单 波 解 ulr) 5e” 
x elt 如) 代入 原 方程 , 易 得 上 面 差分 格式 的 数值 耗 散 、 数 值 色散 数值 相 严 度 
与 数值 群 速度 ,分 别 为 


(3.23) 
wy = e(£) = aol) 十 di (- Drs E, (3.24) 
B aab > (Deals (3.25) 
yy -a454»(-D"Qm-*1g,,,", (3.26) 


其 中 as oo. v6 分 别 为 原 微分 方程 的 耗 散 关 系 ARK AR MEE. oy, 26 
分 格式 引 人 的 数值 耗 散 主 项 和 数值 色散 主 项 分 别 为 
Avenin = (= 1) vat EP, (3.27) 
Apmain = (7 1) pam a E, (3.28) 
其 中 Ly mg PHN vy 和， 中 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 之 下 标 . 
根据 Vichnevetsky,Trefethen 和 刘 颂 勋 等 的 研究 和 分 析 , 现 将 重要 的 结论 
列 在 下 面 ， 
[结论 1] 车 差分 格式 的 耗 散 主 项 
Avmain = (— Trail 人 > 0， (3.29) 
WERN 1o 阶 正 耗 散 格 式 , 且 格式 稳定 ;反之 , 则 格式 为 lo MARR R, A 
格式 不 稳定 . 
[结论 2] 若 差分 格式 的 色散 主 项 
Afman = (- Dias 87v! > 0, (3.30) 
则 格式 为 mo 阶 正 色 散 格式 ;反之 , 则 属 式 为 mo MEERE. 
[结论 3] F 
| Avmain 1 > 4 l Afman l> (3.31) 
效应 ,有 高 频 振荡 发 展 ,可 能 产生 非 线 性 计算 不 稳定 性 . 
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[结论 4) 数值 解 的 波 前 (wave-front)、 波 包 {wave-packet) 和 波 能 
(wave-energy) 将 以 格式 的 数值 群 速 度 传播 . 换 句 话说 ,数值 解 的 波形 Ra. 
波 前 和 和 波 能 将 产生 错位 现象 .如果 Av, >0, 将 产生 超前 错位 (leading-shift); 
反之 ,发 生 滞后 错位 (lagging shift). 


3.3. 数值 模拟 中 所 发 生 的 奇怪 现象 的 解释 


现在 ,我 们 可 以 利 朋 有 和 限 差 分 格式 的 余 项 效应 分 析 方 法 ,来 回答 3.1 中 的 
问题 . 


1. WARE AS i i FE tE a 


众所周知 ,模型 方程 (3.1) 的 Lax 格式 (3.3) 是 由 下 面 的 差分 离散 通 近 得 
到 的 


1 
unt! n > Cu? t ul. ) n 
d aun in Hie) ~ Win 
A: ta 7A = 0. (3.32) 
而 FTCS 格式 则 是 
wi — ul Hj 一 ui 
FT +a py = 0. (3.33) 


4 (3.32)98 2: (3.33) ,我 们 就 得 到 了 Lax 格式 因为 算术 平均 而 产生 的 数值 耗 
散 部 分 


1/1 $ " A á 
- A3 + uta) -up)- ar (us » 


另 一 方面 ,对 于 FICS 格式 ,利用 Taylor 展开 方法 和 通过 自 循环 消去 方法 ( 切 
记 不 可 利用 诛 微 分 方程 代入 ,否则 将 得 到 不 等 价 于 差分 格式 的 modified 
MDE. 可 以 参考 文献 [238] 和 [246]) ,可 以 得 到 它 的 modified MDE 


(u, + au,)? =- FArlun)' aed (3.34) 


很 明显 上 述 因为 算术 平均 所 产生 的 耗 散 性 项 ,完全 可 以 抵消 和 纠正 FTCS 格 
式 的 逆 耗 散 性 , 即 不 稳定 的 因素 . 可 以 推导 出 Lax 格式 的 modified PDE 


Cu, t au, = — e 


——— AÁr(uas)-:. (3.35) 
同样 的 讨论 ,可 以 解答 Duford-Frankel c Richardson 格式 的 改造 ， 
2. 数值 色散 性 各 数值 群 速度 效应 导致 寄 生 和 上 息 假 的 振荡 现象 


白色 的 阳光 通过 三 棱镜 就 产生 了 七 色光 ,这 是 因为 不 同 的 波长 或 者 波 数 


3.3 ”数值 模拟 中 所 发 生 的 奇怪 现象 的 解释 (33 - 


的 波 ,在 通过 三 棱镜 时 发 生 了 错位 ,造成 弥散 所 致 ， 微分 方程 的 准确 解 波形 ， 
事实 上 好 似 阳 光 ,是 由 不 同 的 波长 或 波 数 的 子 波 的 琶 加 所 成 . 而 数值 解 由 于 
差分 格式 的 数值 余 项 的 效应 ,或 者 说 它 的 数值 色散 性 和 数值 群 速度 效应 ,从 而 
引 人 了 额外 的 不 同 波长 或 波 数 的 高 频 波 成 分 . 就 是 这 些 新 的 子 波 , 它 们 过 到 
大 梯度 、 大 变形 、 介 质 而 、 人 工 边 界 和 变 网 格 界面 等 等 ,就 会 发 生 分 离 .错位 , 形 
成 这 种 涝 假 积 寄生 的 高 频 振 荡 干 扰 波 . 


3. 数值 群 速度 效应 各 数值 相 带 度 效应 引起 数值 解 波形 、 波 包 积 波 前 的 链 位 


通过 自 循 环 消去 法 可 以 导出 leap-frog 格式 的 modified PDE 


2! 4 
u, 十 au, 二 一 — Aa unar — t. (3.36) 


1818 (3.19—3.20)$0(3.25 —3.26) ,不 难得 到 它 的 数值 群 速度 部 分 积 数值 相 
速度 改变 部 分 
N 


Av, = ox -v,-a- za — cê) da) -a 
s- FU- PEA nes 
根据 简单 例子 的 数据 = 1.0,c =0.6, 67 40x, Az = 50, 我 们 数值 计算 得 到 
2 

AER (LIT DO BBC DEL RICE AO ER MEO ve 0 70.60 (4) = 
-0.3948. 从 而 , 当 t=2.0 时 ,总 的 滞后 量 在 理论 上 大 约 是 0.78 左右 . 这 和 
数值 试验 的 结果 (如 图 3.3 所 示 ) 是 非常 吻合 的 . 

不 仅 如 此 ,我 们 还 可 以 证 明 有 以 下 结果 ， 

(1) leap-frog 格式 和 Lax-Wendroff 格式 有 

Ay, Av, < OQ, Av, ~ Jyp, 


(3.37) 
Ay, = $0 - c)(Az Y. 
(2) 迎风 格式 有 
«0,c«0.5, 
Ay, Av, 
c 0 (3.38) 


Av, ~- $1 - c) - 2) (Ax). 


(3) Zabusky-Kruskal 格式 在 的 Az = 工 (Az)3 设 定 下 ,不 难 扒 证 它 的 mod- 
ified PDE 


u, + 6uu, + uu. =O Az? [2u *ouu. 十 ie sera (3.39) 
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可 以 利用 线性 化 方法 ,通过 对 右 端 前 两 个 色散 性 项 进行 波谱 分 析 , 发 现 它 的 主 
要 子 波 的 波 前 和 波 包 将 产生 滞后 的 错位 . 

(4) Lax-Wendroff 格式 和 4 格式 (或 者 Warming-Deam 格式 ) 的 modified 
PDE ,我 们 将 发 现 它们 的 色散 性 主 项 都 是 三 阶 数 值 余 项 ,但 是 它们 的 系数 正 负 
ER. 这 就 是 说 ,它们 所 生成 的 寄生 或 者 虚假 振荡 的 位 置 ,也 相应 地 可 能 呈现 
互 反 特征 . 


3.4. 有限 差分 格式 的 改造 改进 和 优化 
1. 改造 不 稳定 格式 为 稳定 格式 


在 3.1 中 ,我 们 已 经 看 到 不 稳定 的 FTCS 格式 ,可 以 通过 算术 平均 的 替 
换 , 改 变 格 式 的 道 耗 散 性 为 正 数 值 耗 散 性 ,从 而 达到 稳定 . 这 种 方法 也 能 在 有 
些 情况 下 奏效 ,但 是 很 襄 目 ,尤其 不 能 合理 而 适当 地 控制 数值 耗 散 性 的 强 纶 . 

然而 ,利用 我 们 提出 的 有 限 差分 格式 余 项 效应 分 析 方 法 ,可 以 比较 容易 好 
和 适当 地 改造 不 稳定 格式 . 譬如 就 拿 FTCS 格式 (3.33) 来 说 , 它 的 modified 
PDE 是 (3.34) .其 不 稳定 的 根本 原因 ,是 与 格式 完全 等 价 的 这 种 “被 覆 正 了 的 
微分 方程 ", 具 有 “上 反 扩散 ”, 或 者 “ 逆 耗 散 性 "所 致 . 根据 这 种 分 析 和 它 的 modi- 
fied PDE ,我 们 最 简单 的 方法 就 是 纠正 它 的 逆 耗 散 性 ,采用 所 谓 的 耗 散 性 补 修 
手段 , 即 在 FICS 格式 (3.33) 的 右 端 补 加 一 项 
ntl 


Ld "n a n 
u 7 uj Uit] ^ Uia 
ta 


— ae n 
At 2Ar Z Aa (use) 


然后 ,采用 二 阶 差分 逼近 二 阶 导 数 项 ,这样 所 得 到 的 差分 格式 正 是 著名 的 二 阶 
Lax-Wendroff 格式 (3.8) , 写 在 简单 形式 下 为 


ur = uj —$ fa — af) + Sw -2ui + ufa). (3.40) 
其 实 ,一 般 说 来 ,所 有 的 不 稳定 的 “ 坏 " 格 式 ,都 可 以 通过 引入 一 个 二 阶 的 “人 
工 "的 数值 耗 散 项 ,进行 改造 ,或 者 纠正 . 
, 一 种 多 步 格 式 . 即 MacCormack 格式 
u, = u — clu? — uf) u; = u" ~ clu”, - u”) 
a; = u; = cluin — u,) 或 者 ui, = P = clu; — 4,4). 
uo Sul +a) ut = lpea) 
它 的 复合 格式 在 这 种 简单 的 模型 方程 情况 ,完全 等 同 于 前 面 的 Lax-Wendroff 
格式 ,可 以 看 到 ,格式 中 的 前 两 步 基 利用 了 upwind 和 downwind 的 相互 补偿 
效果 ， 
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早 在 20 世纪 50 —60 年 代 ,von Neumann 和 Richtmyer 等 人 采用 的 所 谓 的 
A LATE , 它 的 基本 原理 实质 上 也 就 是 进行 数值 耗 散 性 的 人 为 调节 ,不 同 的 
是 那 时 的 出 发 点 基于 物理 的 分 析 和 背景 . 


2. 某 些 重 要 格式 的 改进 和 优化 


不 仅 如 此 ,即使 已 经 稳定 的 格式 ,如 果 认 为 它 的 数值 耗 散 性 ,或 者 数值 色 
散 性 不 适应 自己 问题 的 要求 ,也 可 以 进行 格式 的 耗 散 和 色散 的 效应 改造 ,这 就 
是 差分 格式 的 余 项 补偿 方法 . 

采用 Lax-Wendroff 格式 计算 高 频 振荡 问题 (3.1)+ (3.10). 可 以 看 到 这 
种 高 频 振荡 波形 在 了 =2.0 单位 时 ,几乎 已 经 完全 消失 殖 尽 ,其 流 包 的 最 大 幅 
度 小 于 0.041! 

显然 ,这 是 由 于 格式 的 数值 耗 散 性 效果 ,对 于 这 种 高 频 振荡 问题 来 说 仍然 
太 强 了 . 从 而 就 应 当 进 一 步 减 弱 它 的 数值 耗 散 性 余 项 的 强度 . 不 难 导 出 Lax- 
Wendroff 格式 的 MPDE 
a gt ac(1-— c?) 


_ _ 3 
u, + au, — — "T Ar^u 


8 TITT Ut. 


(3.42) 
于 是 ,我 们 可 以 在 原 格 式 (3.41) 的 右 端 ,补偿 (3.42) 右 端的 第 二 项 , 即 


2 
E C; 
ui m uu 7 ua) + gluta 2uf + ura) 
-(1— 2 
+ a0 Artu "+ At , 


"S 
HEFTI E BOE St EIC ,最 终 得 到 改进 的 Ms-LW 格式 


uio ar 


2 
u” — (un u” 1) + (uh -2u? + u? 
1 2 Pl a l 2 i+] i i-l 


eeu, —-4up *t6u] —-4up, + ua). (3.43) 
如 果 为 了 消除 计算 方 波 所 产生 的 波 头 和 波 尾 的 寄生 振 划 ,我 们 反而 应 当 补 偿 
原 格式 的 右 端 第 一 项 的 色散 性 余 项 ,得 到 Mp-LW 格式 


2 
+1 = € La 
ui = uto Sula c uta) + S Ga a ura) 


zo 
* e, = 2u?,, + 2uf. 1 — ti-a) (3.44) 


图 3.4(2) (b) 给 出 了 相应 的 计算 结果 . 可 以 看 到 已 经 产生 了 本 质 的 改进 . 
格式 的 改造 还 可 以 利用 节点 模板 的 方式 进行 ,同时 利用 余 项 进行 参数 的 
合理 选择 ,达到 提高 精度 ,实现 upwind 和 和 数值 耗 散 、 色 散 效 应 的 改造 . 
考虑 leap-frog 格式 


[n 
a 
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Sees pooo x 
06H Jb tJ ts: 


ph 
= 

€ 

c=) 
S 


ta) Ms-Lw 格式 结果 (b) Ms-Lw at 


图 3.4 Lax-Wendroff 格式 的 余 项 补偿 改造 


n+l 


wrth = yr) 


-efu u-i) (2.9) 
格式 是 完全 二 阶 精 度 的 ,而 且 不 存在 数值 耗 散 , 因 而 在 计算 许多 韭 线性 波 问 
题 ,甚至 对 于 高 频 振 荡 波 的 计算 时 ,其 数值 解 晨 度 的 衰减 是 比较 微弱 的 , 但 
是 ,正如 前 面 的 讨论 所 见 到 的 ,其 数值 群 速度 引起 的 波 包 的 错位 和 漂移 ,可 以 
导致 解 的 完全 失真 ,Philip Roet!?1 利 用 了 迎风 思想 进行 改造 ， 即 选择 了 新 的 
迎风 性 的 节点 模板 (参见 第 二 章 的 图 2.2) ,采用 时 间 的 如 下 差分 逼近 ,而 空间 
的 迎风 通 近 


$T ug) + Qt = un] 


uy E uj. 
"Y ta EY* = Í (3.45) 
得 到 迎风 型 的 L-F 格式 , 记 为 ULS-1 
ut cati-(0-2e6)(u - ut). (3.46) 
其 modified PDE 为 
2 
R,=0, R, = 2A (2c sifyte c Waar us (3.47) 


可 见 它 仍 然 保 持 了 原来 leap-frog 格式 的 优点 ,同时 有 迎风 格式 的 特点 ,更 重 
要 的 是 大 大 减弱 了 数值 群 速度 的 不 良 影响 . 
更 进一步 ,我 们 可 以 考虑 在 上 述 格 式 的 基础 上 改造 空间 的 差分 通 近 形式 . 
例如 采用 图 2.2 (b) 的 模板 , 取 3 个 空间 差分 的 加 权 平 均 
1 


FC aD + Gta n] 
At 
l- m n a n n l-m n n 
2 CELESTE mlu; zm ula) * 2 Cur, = ura) 
+a Ar = 0, 


(3.48) 
其 中 m 为 加 权 的 待定 参数 , 经 整理 得 


R, 20, 


3.4 ”有限 差分 格式 的 改造 .改进 和 优化 37-7 


2 
R, = ans {= 5 E 3c t dct * m) upss 
4 
+ 310 (c- 1)(-2 -47c - 27c? + 18? + 60m) us, to. (3.49) 
由 此 可 见 如 果 选 择 参数 


md 二 (5+ 3e = 2c?) (3.50) 


将 消去 modified PDE 的 三 阶 空间 导数 项 ,得 到 5 阶 的 色散 余 项 ,从 而 使 群 速 
度 效应 更 为 减弱 . 如 此 ,得 到 4 阶 的 ULS-2 格式 


asthe wl iG 4130 -2)06 1) - ut) 
(3.51) 


c 


6 (2c —1)(c - 1) (u%, ~ ulo). 
不 仅 空 间 导 数 可 以 如 此 进行 加 权 ,时 间 导 数 同 样 可 以 加 权 改 造 , 得 到 相同 逼近 
精度 的 另 一 种 迎风 L-F 格式 , 记 为 ULS-3 

ul= u? + (l — 3c)(u? — ut) 


+- 3c) (1 - 2c) 


ite (uly rae 


上 述 三 种 迎风 L-F 格式 的 数值 计算 效果 可 由 图 3.5 看 到 ,后 面 两 种 格式 的 保 
真 程度 和 精度 尤其 令 人 惊奇 . 


(3.52) 


ul ul {=Q 
0.8 0.3 
0.6) 0.6 
03 03 
0 0 
-02 -0.2 
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(c) UL-2 (d) ULS-3 


3.5 四 种 不 同 的 leap-frog 格式 的 计算 效果 
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图 3.5 2M a=1, £= 40r, Ax = 1/160, =0.4,1=2 的 具体 参数 选 定 
下 ,进行 计算 的 结果 . 由 图 3.4 可 以 看 出 ,三 种 迎风 L-F 格式 的 群 速 度 引 起 的 
波 包 的 错位 情况 ,已 经 基本 得 到 抑制 . MEAR 3.1 给 出 了 三 种 格式 的 数值 耗 
散 和 色散 余 项 ， 


3.0 三 种 迎风 T-F 格 式 的 数 利 耗 散 和 色散 余 项 


Ep 


aAx* 


12 
(c- 2)(c- D(2c- DGe + Dus, 


aAx* 


720 


(2c - De - Du, i507 DG - (Ax) 


aAz* 
240 


zag 66 267 We : DG + DGA* Sey 


G? -1)(2e - 1) (3e- Dus, 


zu c 7 e- Gc - I EAr) 


利用 它 可 以 从 理论 上 得 到 它们 的 数值 群 速度 ,分 别 为 

ULS-1:v2*2ca — e, =1+0.046=1.046. 

ULS-2:u8* tæa —e,-1-—0.034 —0.966. 

ULS-3:v -ava — ep = 1 + 0.0006 = 1.0006. 
而 原来 的 L-F 格式 为 

leap-frog: vL œ~ a — eg = 1 — 0.663 = 0.337. 
因为 振荡 波 包 的 中 心 是 以 群 速度 传播 的 ,开始 在 0.5 处 ,在 上 =2.0 时 的 波 包 
准确 解 理应 在 row = 0.5+ 2.0Xa=2.5. L-F 格式 计算 出 的 波 包 中 心 在 
24.,709.5 * 2.0 x yf = 1.174, 而 改造 的 三 种 格式 分 别 在 zj_1= 2.592, 
Zuk-2=2.432, zu_3=2.5012. 


3. 对 甘 些 格式 进行 理论 分 析 和 检测 


Moretti 的 A 格式 是 1978 年 提出 的 一 种 类 似 于 MacCormack W 85 E 25 f& 
X9, 这 种 格式 是 利用 控制 微分 方程 的 特征 化 形式 ,采用 迎风 型 的 预 舍 - 校 
正 离散 化 得 到 的 二 阶 差 分 方法 . 例如 当 控 制 方程 已 经 写 在 特征 化 形式 时 , 即 

u, + (flu)), = hu,+Au,=h. (3.53) 
一 般 地 
ut(fiu),omh-wi(QutA*u,)- w'h, (3.54) 
Arb A 和 A 分 别 是 流向 量 栅 数 Fu ) 的 特征 值 ,或 特征 矩阵 ,而 w 为 其 左 特征 
向 量 . 我 们 可 以 将 格式 写作 
1 m=u- AO Cita Vea uus 


H-S SR = AtA Cu), > 


3.4 有 限 差分 格式 的 改造 改进 和 优化 -39 ， 


uit = (ul + d), (3.55) 
其 中 
Up ~ UF 
(u,) ete i (3.564) 
ui). = .56a 
"UP "Qu Bustle — 1.8 
L Ax s LI 
及 
li 2.42 + Sis — u, > A« 0, 
qr a Te (3.56b) 
Us HINT A > 0 
{ AT ， 


格式 的 最 后 一 式 , 采 用 了 类 似 于 MacCormack 的 算术 平均 步 . 

cR E KJ DUET SE EE , 世 有 许多 十 分 成 功 的 应 用 . 但 是 ,在 应 用 中 
总 是 产生 这 样 或 那样 的 寄生 振荡 ,造成 非 线性 计算 的 不 稳定 性 . 其 实 , 这 是 因 
为 格式 是 一 个 非 单调 、 非 迎风 和 非 守 恒 的 格式 . 

就 简单 的 模型 方程 (3.1) 而 言 ,格式 相应 为 


u, = ut — c(2u? ~ ur + uto), 
a; = u, = clu, = PESE (3.572) 
uU = lor +ü), 
如 果 消 去 中 间 量 u,a ,我 们 可 以 得 到 它 的 等 价 的 复合 格式 
全 it - 3c + 2c?) ut + (4c 一 Sc2)an i (525385 


+ (— c + 4c?) uty - cuf 4]. 


可 见 即 使 当 Courant CH ERO AR ARPT < SE UBER E MN. 
而 且 我 们 可 以 求 出 其 modified PDE 
a(2 * c?) .gAz) y 

6 rrr 8 XIII les d 
与 Lax- Wendroff 格式 的 modified PDE 比较 , 它 的 色散 项 系数 始终 为 正 . 

读者 可 能 已 经 想到 ,是 否 如 果 交 替 采 用 A 格式 和 LOW (SE 3$ Mac Cormack) 
格式 ,就 可 以 达到 更 好 的 数值 计算 效果 呢 ? 这 是 确 确实 实 的 . 这 样 ,读者 已 经 得 
到 了 一 种 改进 的 计算 格式 . 


4. 有 限 差分 格式 的 构造 性 设计 
作为 简单 的 例子 ,我 们 考虑 设计 最 简单 的 模型 方程 (3.1) 的 一 种 三 点 显 


(u + au, = Agu (2+¢-—c)u 
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式 格式 
ul -. 


Wi = ayers, + dou; + a: ut, (3.58) 


利用 在 网 格 点 (z, 2, 9 Taylor 展开 ,上 述 待定 的 差分 格式 可 得 
+ Ata, 十 LIS à «lar = [ (a, tao t à i) * Ax(at — a 09, 


3 
+ EP a + 等 Car 7 aa tur 
或 者 重 写 为 


la = (a, + àg + 4a.1)] + Ata, - Axa, — a.1)9, ag a 


7 pA *a4)9, 一 SF (ai 一 a-1)9z + elut - 
根据 差分 格式 应 当 与 原 微分 方程 的 相 容 性 ,上 式 必 须要 求 
aıt agtaı=l, ay 8. 57“. (3.59) 
如 果 引 入 参数 a= 2a, + c, 则 满足 上 述 条 件 下 的 展开 可 以 写成 


Ain ag hrs | AUS, aAzx? ,3 
9, t ad, 十 2 o,f 25 TOt 31 ——237. 


41 ot Ed aul = 0. 


在 此 基础 上 ,利用 自 循 环 消 去 二 阶 以 上 时 间 导 数 项 ,同样 可 以 求 出 它 的 modi- 
fied PDE 
u, + au, = R, + Rp» 


eA 


R, = 


(6a — 4c? = 2)u +e, 


(3.60 
R, = ee - c)u i 


xz 


Arlee + 4c? + 3a? - (128 + Dalu 


GE , 


根据 格式 余 项 效应 (REAM) ,从 上 面 的 modified PDE 形式 可 以 得 到 
许多 结果 : 


如 果 差 分 格式 的 三 个 待定 系数 满足 条 件 


aon 


(a- c) >O (3.612) 
或 者 


vy» = 0, 


(3.61b) 


3 
- 222 [6ct + 4c + 3a? - (2c + 1)a] < 0, 


y4 — 


练习 题 -41- 


则 格式 是 二 阶 的 、 正 耗 散 性 的 稳定 的 . 换 句 话说 , 正 耗 散 性 .稳定 性 条 件 为 
a, > CIL, gta, = 0，c < 1， 
而 且 仅 当 ae >0,c 委 1 ,格式 是 稳定 而 且 单 调 的 . 
显然 地 ,利用 上 述 modified PDE 形式 ,我 们 也 可 以 很 简单 地 推导 出 大 家 
已 经 讨论 过 的 诸多 差分 格式 ,例如 
upwind:a1 = 0,v， = zl — c)Az, #3 =- laa -cjf1-2c)Az2. 


Lax:a, = LS wi 一 zu -c)áxz.us = laa - c* Ax’. 


FTCS:a, = 一 PEL = 一 Sache 513 = 一 tau t 2c)Az?. 


L-W:a, = zr Dy, = 0,ps =- Fall - #)Aat yy = - $0 - A) Ag? 
可 见 Lax-Wendroff 格式 是 非 单调 的 . 


3.5 差分 格式 的 modified PDE 的 推导 软件 


王 进 和 刘 颂 勋 提 员 了 几 种 不 同 的 推导 差分 格式 的 modified PDE 的 mathe- 
matics 程序 ,也 成 功 地 应 用 于 各 种 差分 格式 的 分 析 , 并 且 对 于 一 般 情况 ,二 维 
和 方程 组 的 格式 也 提出 了 实施 方案 . 作为 附录 列 在 本 书 的 最 后 . 

我 们 通过 本 章 的 讨论 ,读者 已 经 可 以 看 到 有 限 差 分 格式 余 项 效应 分 析 方 
法 的 功效 . 不 仅仅 是 上 面 已 经 介绍 的 多 个 方面 的 应 用 ,就 是 对 于 以 往 的 许多 
理论 和 方法 问题 ,诸如 数值 滤波 方法 、 人 工 医 性 法 , 反 扩 散 方法 ,等 等 ,都 可 以 
利用 这 种 分 析 方法 作出 理论 的 解释 和 进一步 研究 . 尤其 重要 的 是 ,在 实际 的 
计算 和 数值 模拟 的 实践 中 ,我们 可 以 根据 余 项 效应 , 即 数值 耗 散 性 、 数 值 色 散 
性 和 数值 群 速度 效应 的 思想 ,适时 地 和 有 针对 性 地 做 出 调节 和 合理 的 处 理 ， 
另外 ,认识 了 差分 格式 的 数值 余 项 效用 和 它 的 作用 机 理 ,也 使 我 们 对 于 一 些 高 
分 辩 率 格式 的 构造 和 分 析 有 了 进一步 的 理解 和 把 握 . 譬如 ,对 于 限制 函数 
(limiter), MUSCL.PPM 和 ENO 方 法 的 设计 思想 ,消除 虚假 振荡 ,等 等 ,其 实 
质 是 自 适 应 调节 数值 耗 散 和 色散 效用 . 


练 可 题 


1. 试 利 用 格式 的 Taylor 展开 和 自 循环 消去 法 求 Lax, leap-frog, Lax-Wen- 
droff 和 upwind 格式 的 modified PDE. 

2. 证 明 结 论 (3.37) 和 (3.38). 

3. 推导 (3.48). 

4. 试 改造 Lax-Wendroff 格式 ,如 何 达 到 单调 ? 


二 、 间 断 解 问题 篇 


在 这 一 篇 里 ,我 们 将 介绍 一 系列 间断 解 或 者 弱 解 的 数值 模拟 方法 。 当 然 ， 
有 的 方法 已 经 产生 的 时 间 也 不 算 短 了 ,但 是 其 全 新 的 活力 和 应 用 ,仍然 有 重大 
的 意义 . 

早 在 1965 年 就 由 Glimm 提出 的 Riemann 问题 和 方法 ,经 过 许多 数值 数 
学 家 和 计算 流体 力学 家 的 开拓 和 发 展 ,已 经 呈现 一 派生 气 勃 勃 的 景象 .如 
Roe 参 向 量 的 Riemann 解 算 子 方法 ,Van Leer, Collela 利用 网 格 积分 平均 和 重 
构思 想 ,分 别 构 造 的 MUSCL 方法 和 PPM 方法 . 这 种 Riemann 问题 、 积 分 平 
均 和 重 构 思想 是 具有 重大 的 理论 意义 的 . 也 是 而 后 Harten, Osher MAH A 
等 人 的 high resolution methods ( TVD, TVB, ENO, weighted ENO 等 等 ) 的 
重要 历史 铺垫 . 

在 这 一 篇 里 ,我 们 首先 详细 地 讲述 上 述 提 及 的 几 种 思想 和 理论 ,而 将 
ENO, weighted ENO 等 方法 专门 作为 一 章 , 进 行 特别 的 讨论 . 


SOS 间断 分 解 和 Riemann 问题 的 特征 表示 


第 二 章 里 ,我 们 已 经 了 解 Riemann 问题 和 Riemann 问题 列 , 以 及 有 关 的 
简单 的 数学 概念 ,在 这 一 章 里 ,我 们 将 比较 详细 地 从 力学 上 引 人 Riemann 问 
题 ,介绍 必要 的 有 关 概 念 ,讨论 Riemann 问题 的 某 些 重要 的 .近似 的 构造 性 解 
法 ,特别 是 Roe 的 解 算 子 方法 . 


4.1 空气 动力 学 中 的 间断 解 问题 [246 


在 流体 动力 学 中 ,最 简单 的 不 定常 流 模型 是 不 记 医 性 的 一 维 可 压 流 问题 ， 
或 者 一 维 气体 动力 学 方程 组 
U,* A(U),=0, (4.1a) 
其 中 
_{ @& - pu 
gem rans, b (4.1b) 
uc 


4.1 空气 动力 学 中 的 间断 解 问题 » 43 - 


p, + up, + pu, =0, 
prag eB, (4.2) 


2 
c 
u, t uu, t PRU 


其 中 y>1 为 绝热 指数 . 重 写 上 面 的 方程 组 为 拟 线性 形式 


V,+ AV, 70 (4.32) 
及 
u p 
v-[^). 4=4(V)= dg (4.3b) 
p 
其 中 系数 矩阵 A 有 特征 值 和 相应 的 的 左 特征 向 量 
A =ute,wt esc). (4.4) 
于 是 我 们 可 以 得 到 (4.3) 的 沿 特征 线 的 特征 化 形式 
C* - (2(s),2¢s)): =a" aor (4.5) 


^ ds 

w*(V,*A*^V,)*0 E  w^':dVlc: -0. 
局 部 地 看 来 ,可 以 认为 未 知 函 数 向 量 Y 沿 特征 线 C: 是 不 变 的 常 向 量 . 因而 ， 
从 某 种 意义 上 ,我 们 可 以 设计 仅仅 空间 离散 的 常 微 分 方程 数值 解 方法 ,或 者 特 
征 型 的 有 限 差分 方法 . 但 是 就 总 体 说 来 , 它 不 可 能 是 常数 . 特别 是 对 于 一 般 
的 拟 线性 方程 组 更 是 这 样 . 如 果 我 们 能 够 找到 未 知 函 数 向 量 V 的 某 个 函数 ， 
使 它 沿 特征 线 是 一 个 常数 ,就 称 它 为 该 方程 组 解 向 量 的 一 个 Riemann 不 变 
量 . 对 于 方程 组 (4.4) 而 言 ,这 是 完全 可 以 做 到 的 . 

1. Riemann 不 变量 定义 

如 果 存 在 未 知 函 数 向 量 V 的 菜 个 隐 数 尺 {V ), 使 得 满足 关系 

M =a) |) ; (4.6) 
R, R, 

WE RCV) ARB Riemann 不 变量 . 

对 于 某 些 简单 的 问题 ,例如 一 维 不 定常 等 焙 流 问题 《4.2), 不 难 确定 
Riemann 不 变量 为 满足 条 件 


(4.7) 


E NT 4.8 
id d , (4.8) 


的 R(V). Bl 
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从 而 ,可 以 得 到 它 的 Riemann 不 变量 R(V) 的 具体 形式 


y-1 
R* - s | dp e Jian = ut | re dp = wt, (4.9) 


R? |e'=const, R |- =const. (4.10) 

当然 ,R' 并 不 一 定 在 C 特征 线 上 也 是 常数 ,R 也 并 不 一 定 在 C 特征 

线 上 也 是 常数 . 如 果 有 一 个 区 域 , 其 由 ORI BRE C^ XE C 两 类 特征 线 

上 都 为 常数 ,根据 (4.8) 和 (4.9) ,那么 在 该 域 上 未 知 函 数 ou EUREC 
REC BHR. 换 句 话说 ,在 这 个 区 域 上 ,两 族 特征 线 必 然 是 直线 . 

仪 仪 在 某 些 特殊 的 情况 下 ,例如 Riemann 不 变量 为 常数 ,或 者 特征 线 为 
直线 的 时 候 , 我们 才能 得 到 确定 性 的 解析 解 . 通常 指 诸如 常数 态 Cconstant 
state flow) 简单 波 (simple wave) Fi PF -D FRB (central rarefaction wave) S. 

常数 流 或 常数 态 dé TCR RT PH RERA BM o, * 为 常数 的 流 场 区 域 . 
显然 ,在 常数 流 区 ,其 两 族 特 征 线 都 是 直线 ,而 县 可 以 证 明 该 区 域 的 边界 也 必 
然 是 直线 . 

2. 简单 波 (simple wave) 定 义 

在 (zt 平面 中 的 某 个 区 域 上 ,如果 Riemann 不 变量 R* RR 之 一 是 常 
数 ,该 流 区 即 称 为 是 简单 波 . 

或 者 换 一 种 等 价 叙述 ,如 果 两 族 特征 线 C^ X C 之 一 为 直线 ,进一步 说 
来 ,如果 R*= 常数 , 则 利用 (4.9) 式 可 以 证 明 C 特征 线 为 直线 ,表现 为 左 
行 波 . 这 种 简单 波 称 R "为 简单 波 . 反之 ,R -为 常数 ,C HER, AAK,R™ 
为 简单 波 . 

3. Hob FER (central rarefaction wave) E X. 

HK 3 BR EE TS AS EY) ER AR. EE RS UB 
波 区 ,有 相似 解 . 即 未 知 量 RA RAM RUE (70 RR. 

作为 一 个 最 简单 的 实际 例子 ,考察 在 一 个 均匀 的 无 限 长 管 中 的 活塞 运动 ， 
如 图 4.1 所 示 . 活塞 以 不 变 的 速度 U 左 向 运动 ,这 将 导致 活塞 右 方 静止 气体 
FP AB VE AS TOE. 可 以 推 证 在 稀疏 波 内 气体 的 状态 为 


vu) cubes oe). ne 
表明 在 稀疏 波 内 有 相似 解 


Sot (4.11b) 


TG EL ,读者 不 难得 到 整个 流 场 的 特征 线 分 布 ,以 及 常数 区 和 中 心 稀疏 波 区 的 
Riemann 不 变量 ,气体 状态 量 ,特征 线 边 界 ,活塞 轨迹 等 的 数学 表达 . 


4.1 空气 动力 学 中 的 间断 解 问题 -45> 


E static-state pas 


图 4.1 活塞 以 不 变 的 速度 ULSTER SAT mm 


如 果 活 塞 向 右 做 突然 的 推 压 、 如 速 ,特征 线 将 必然 相交 ,形成 激 波 . 如 果 
活塞 的 加 速度 为 a ,那么 形成 激 波 的 时 空位 置 是 
ac 2d 
Gu) (3489, 58]. 
众所周知 , 388 et P8] d$ XJ. 7c m A, URP HS AR AS HEURE JU HOC (RE BK 
(jumps) ,或 者 称 为 变 差 . 2348 DIOE SLE Ra BL F]= fo fof p. 
up 等 等 , REDERE IRUIN ET ARR. 
4. 间断 关系 (Rankine-Hagoniot relations) 
在 上 述 间断 问题 的 情况 下 ,如 果 间 断 线 s= 5 (2): 


as) Lg, d (4.12) 
则 间断 约束 关系 为 
SLU]=[F(U)]. (4.13) 
对 于 一 维 流体 力学 的 连续 性 方程 而 言 , 它 就 是 
S(p,- p) = pu. T pra (4.142) 
或 者 
eS-u)2p(S-u). (4.14b) 


MRR Q= p.CS — vu.) = pi(S — uy) ,一 般 说 来 我 们 可 以 将 间断 分 
为 两 类 : 

(1) Q, =0, 即 S= u, = uv Pr * i, PRA B ABS 5 

(2) Q, 40, RAR . 

接触 间断 ,种 类 很 多 , PAL Rc Hp Ca tb TELS [8] E 85 BE EE 
的 ) .音速 线 等 . 
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上 述 的 讨论 自然 对 于 一 般 的 一 维 守恒 律 是 完全 有 效 的 . 但 是 对 于 二 维 问 
题 ,情况 就 比较 复杂 和 困难 了 . 


4.2 激 波 管 问题 的 间断 分 解 [42,223,246,156: 


如 果 一 条 均匀 的 直 管 内 ,存在 左右 两 个 不 同 的 常数 态 ,被 -- 中 间 薄 片 间 
a. 在 突然 撤去 薄片 后 ,所 发 展 的 流 场 状态 常常 是 相当 复杂 的 . 这 种 物理 问 
题 我 们 称 为 激 波 管 问题 ,数学 上 我 们 称 为 间断 分 解 . 它 正 是 我 们 所 要 研 究 的 
Riemann 问题 的 最 简单 的 物理 背景 . 一 般 说 来 ,这 种 间断 分 解 问题 的 可 能 发 
展 的 物理 图 像 , 十 多 种 多 样 的 . 但 是 ,无 论 如 何 它 的 发 展 状态 和 形成 的 间断 
{ 激 波 .接触 间断 ) 或 稀 玖 波 , 以 及 它们 的 运动 ,都 应 当 是 物理 实际 的 ,符合 相应 
的 流体 力学 基本 定律 和 条 件 的 . 在 第 二 章 里 介绍 的 粹 增 条 件 (2.30 一 2.34) 或 
者 是 {2.29) 的 极限 解释 ,就 是 很 重要 的 保证 . 这 也 就 是 我 们 研究 和 求解 数学 
上 的 Riemann 问题 所 应 当 遵 循 的 . 

下 面 我 们 利用 Rankine-Hugoniot condition(4.12~4.13) 和 Riemann 不 变 
9 (4.6) ,讨论 激 波 管 Riemann 问题 ,或 者 说 激 波 管 间 断 分 解 问题 . 特别 是 针 
对 Sod Lax 等 的 初 值 条 件 ,讨论 它们 的 解 . 

如 图 4.2 所 示 , 激 波 管 问题 可 能 的 发 展 流 场 图 像 ,一 般 可 以 示意 地 表示 为 
左 , 右 行 波 w, w, 和 一 个 中 间 的 接触 间断 线 w. 于 是 将 流 场 划分 为 四 个 不 
向 的 区 域 :左右 常数 态 U, U, 和 接触 间断 w “左右 状态 JU: 

WR w, w, AES BOE ,那么 它们 最 靠近 z 轴 的 边界 特征 线 的 斜率 就 分 别 
Æ s —min(u7 ciu; * c),s, 7 min(u,— c, u, * c). 如 果 是 激 波 则 应 当 根 
据 间断 关系 确定 . 在 下 面 4.3 节 中 也 将 有 所 讨论 . 


图 4.2 激 波 管 问题 的 间断 分 解 


求 激 波 管 问 题 的 解 ,关键 是 求 接触 间断 的 左右 状态 
Un =Coustar Pads Us = (pats py). (4.15) 
一 般 可 以 利用 间 汤 关系 和 Riemann 不 变量 ,通过 选 代 方法 求 得 比较 准确 的 近 
似 . 为 此 ,我们 仅 以 右 行 波 w, 两 僻 为 例 进行 讨论 . 
如 果 p. p. A w, 为 激 波 ,由 Rankine-Hugoniot 条 件 


4.2 数 波 管 问题 的 间断 分 解 -47> 


S(p, ES 6 «) = eU, a Put er? 


S(p.u, 7 Park «) = pu? + pp pois — Pars (4. 16) 
SCE, — E.) =u,(E, + b. E u lEn + Pads 
和 状态 方程 
A Mg 
Eye oe 
可 以 得 到 
aasa), Btn 


WÈ p.e p. UI w, AP RESCUE, H Riemann 不 变量 


R = -=eonst, c=V Y p/p 
也 可 以 得 到 
Bu Pes CES mre aie (4.17rc) 
U ty uy 1^ x5» Pr 
同样 地 ,也 有 左 行 波 的 ee SH (4.1715) Fl (4. 1710). 
引 和 辅助 变量 M,, 并 将 上 式 改写 为 
M,= Pn a (p,p) i$(X), X= 22, 
1 
Yt1 Y-1p 
: 5 x+ tot)’, xm. 
$(X)-4,. - (4.18) 
Yak, 1 = X»1, 
2y? 1- X27» 
类 似 地 也 有 左 侧 的 (4.171) . 
同时 ,我 们 可 以 导出 公式 
a. pl pr | Miu, + Mus 
m M; * M, 
uj- u, + Miluj + Mj'u, 
D. = Mi + Mi! ? (4.19) 


1 L 
e Pe \7 pe \r 
pwn ol)". eam ofS)". 
利用 上 述 的 公式 (4.18) 和 (4.19) ,我 们 可 以 得 到 一 种 选 代 方 案 1E E ih 
间断 两 例 的 状态 ， 
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1. 取 和 迭代 初 值 


PL 


E los 5.) * 
2. 利用 公式 (4.18) 和 (4.19) 计 算 
MD) MED, ptp PU zs max(e,, pSt"). 
3. 如果 
max(| M&P - ME? 1, 1 MEP - MI? 1)« EM 
WERE IL. 最 后 结果 即 取 
M, = Mirth ， Mi = Mis, pa = poU. 
同时 由 (4.19) 的 第 三 式 计算 ev,ew 以 及 利用 激 波 关系 计算 可 能 的 左 或 
右 的 激 波 速度 . 
利用 上 述 的 迭代 方法 ,例如 对 于 Sod 的 激 波 管 问题 可 得 
5.70.30313, wu, =0.92745, pu= 0.42632， p.-0.26557. 


此 外 ,对 于 浅水 波 问题 的 Riemann 间断 分 解 ,也有 类 似 的 迭代 方案 ,可 以 
查阅 Marshall 的 论文 . 
4.3 Riemann 间断 解 的 特征 构造 方法 [241 


1. 一 个 简单 的 Riemann 河 断 解 问 题 模型 
考虑 无 黏 Burgers 方程 的 Riemann 间断 分 解 问题 


w+ (4) ox u, t uu, 70, (4.202) 
uj» z<0, 
u(r,0)-2 ug(x)-— i. ee; (4.20b) 
或 者 写 在 沿 特征 线 上 的 常 微分 方程 形式 ,简称 特征 化 形式 
C: 竺 =vw， dulc=9, (4.21) 


这 里 仅仅 考察 左右 为 常数 状态 的 最 简单 情况 . 其 中 排除 平 扩 稿 况 u= ui. 不 
失 一 般 性 ,可 以 分 为 两 种 特殊 情况 讨论 ， 

(a)u,=1>u,=0 MRAM (shock configuration) . 

根据 特征 线 的 分 析 , 这 时 x =0 两 侧 的 特征 线 必然 相交 ,形成 激 波 . 如 图 
4.3 所 示 . 可 以 看 到 由 激 波 两 侧 出 来 的 特征 线 , 确 确实 实 是 向 下 交 于 初 值 线 . 
符合 前 面 提 到 的 米 增 条 件 , 同 时 也 可 以 想像 在 差分 网 格 中 , 才 有 TVD 的 特 
4E. 而 且 ,根据 间断 关系 , 激 波 的 速度 , 即 斜 率 为 
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2 2 
pe 
(4.22a) 
对 于 我 们 的 特例 ,其 激 波 速度 为 D=0.5. 
dun z< Dt, 
u(r,t)- us Di; (4.22b) 


T Shock 


dk/de= | 


4.3 同族 特征 线 相交 一 激 波 结构 


由 于 激 波 将 流 场 分 为 两 部 分 , 左 侧 为 左 常数 态 , 右 侧 为 右 常 数 态 ,从 而 在 
这 种 激 波 结构 情况 下 ,我 们 可 以 得 到 Riemann 问题 的 间断 解 

(b)34 由 =0 和 xz,=1 时 的 中 心 稀疏 波 结构 . 

根据 特征 线 的 分 析 ,左右 两 侧 的 特征 线 向 左右 分 离 . 从 数学 上 看 来 ,是 产 
ET Pi IE REB) BUE. 换 名 话说 ,在 数学 上 它 不 惟一 . W AE 
谓 的 “发 散 " 激 波形 式 的 解 ,又 可 以 是 中 心 稀疏 波 解 (central rarefction wave 
configuration). 如 图 4.4(a)(b) BR. XC CHEN RE HE A ,不 
是 物理 解 ,从 而 应 当 排 除 , 这 样 我 们 就 保证 了 解 的 惟一 性 . 


T, central rarefaction 


dx/dt-0 
dx/dt-1 


(a) 非 物理 解 的 发 散 激流 (b) 满足 粹 条 件 的 中 心 稳 玻 波 
图 4.4 中 心 稀疏 波 结构 
根据 中 心 稀 琉 波 的 扇形 结构 ,首先 应 当 计算 它 的 左右 直线 边界 


z= uj, T= t,t, (4.23a) 
并 且 根 据点 (x ,zi) 所 在 中 心 稀 疏 波 的 左 侧 .内 部 或 右 侧 的 三 种 不 同情 况 ,间断 
解 为 
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uj LTs 
u(x,t)= zi TILT (4.23b) 


ey XT. 
这 里 应 当 注 意 ;(1) 如 果 要 提高 这 种 数值 解 方法 的 精度 ,就 应 当 将 激 波 或 者 中 
心 稀 朴 波 的 左右 状态 ,进行 更 加 细致 的 刻画 ;(2) 在 中 心 稀 玖 波 内 ,可 以 不 利用 
相似 解 形式 ,而 采用 左右 状态 的 线 人 竹 插 值 方法 给 出 


u(xz,t)=aut(l—-a)u., a 


H 


(4.24) 


2. 一 般 的 Riemann 问题 和 特征 线装 分 解法 


1965 年 Glimm 从 数学 上 首先 提出 Riemann 问题 的 概念 和 基本 理论 . 在 
第 二 章 里 我 们 已 经 提 及 这 种 思想 和 概念 对 于 数值 方法 ,特别 是 间断 解 方法 的 
研究 所 具有 的 意义 . 根据 前 面 的 简单 例子 ,我 们 可 以 对 于 比较 一 般 的 Rie- 
mann 问题 ,提出 一 种 局 部 的 .近似 的 、 构 造 性 的 特征 差分 解法 . 

考虑 一 般 的 Riemann 问题 列 


U,* ACU)U, - 0, xm eS ru tthe (4.252) 


aty? 
U, r S r< Tisho 
Ulz,t,) = U,.(x)- Vi, (4.25b) 


Uf, Td < x < Xi. 


其 中 
U- (4512,77 ety), 
FU) = (FU) faU), ,£,CU))T, (4.25c) 
引信 标准 化 变换 
Eet ati tet- ty, (4, 26a) 
U;— U^, U,-— U^. (4.26b) 
于 是 上 述 RP 可 以 重 写 为 
V,tA(V)V,- H(V), 
T i : (4.272) 
DArXERAx, 0< r&y 
和 
U,-ir«t«0 
V(£,0) = Vole) = i (4.27b) 
(U, MEES 77 
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假定 Jacobi XB PERO FPE (EUR Zc FE [8] B A 
A pK Aa co LA, 
Wy OP PELLE Wins (4.28) 
左 乘 特征 向 量 ,(4.27a) 可 以 化 为 所 谓 的 特征 化 形式 的 mx 个 分 离 的 , 沿 不 同 
特征 线 C, 上 的 方程 组 


ra (4.29) 
Ww (V, + AV) = w,* HOV), k 2 1.2,,m 
或 者 
oo = we HCV), k= 2 (4.30) 
写成 积分 近似 形式 为 
jw ‘dV = i SH(V)dt. k= bem. (4.31) 


根据 前 面 * 一 个 简单 的 Riemann 间断 解 问题 模型 "的 讨论 ,以 及 分 辨 激 波 
还 是 中 心 稀 疏 波 的 情况 ,进行 装配 求解 的 思想 和 步骤 ,可 以 根据 (4.29 一 4.31) 
的 三 种 不 同形 式 ,提出 各 种 局 部 特征 线 构造 性 的 差分 方案 ; 

(1) 特征 差分 方法 

由 (4.29) 式 出 发 ,对 于 每 一 个 分 方程 设计 ,例如 近似 的 迎风 L-F 型 格式 
或 者 其 他 的 高 阶 格式 . 

(2) 间断 分 解 型 的 装配 方法 

由 (4.31) 积 分 出 发 ,逐一 地 对 每 一 个 分 方程 ,根据 同一 族 特征 线 的 分 布 ， 
类 似 于 前 面 的 简 例 那样 ,构造 网 格 内 的 间断 分 解 结构 . 然后 联 立 得 到 各 个 分 
方程 的 离散 方程 ,构成 网 格 上 的 解 . 


4.4 Riemann 间断 分 解 问题 的 特征 表示 12331 — 


1. 解 的 特征 表示 


对 于 双 曲 型 守恒 率 问 题 (4. 25a) ,对 于 给 定 的 一 个 左右 常数 态 的 Riemann 
初 值 条 件 , 它 一 般 可 以 利用 Jacobi 矩阵 的 线性 无 关 的 特征 向 旦 线 性 表示 


Ulz) = Dy on x) a. (4,32) 
假设 准确 解 表示 为 


U(x,1) = Sateu (4.33) 
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那么 代入 到 原 方程 ,得 系数 B 的 微分 方程 组 
dp ,dl 


dz "M we 
& (2.0) = a(x) k-1,2,.m. (4.34) 
很 容易 得 
Bt) = alx- At), k-12,.;-,m. (4.35) 
从 而 
Dre ir Sap (4.36) 


另 一 方面 ,在 Riemann 间断 分 解 的 情况 下 ,其 左右 常数 态 函 数 又 分 别 可 
表示 为 


Uy = ee Up = sere (4.37) 
则 根据 我 们 前 面 的 讨论 ,这 时 解 的 表达 式 (4. 36) ,将 根据 点 (x,t) 所 处 的 位 
置 确定 , 即 
U(xr,t)- ads 一 Àt) w; = È hw, * > TWh 


二 = K+1 


K={kix-Agt<0,.0<kem| (4.38) 


v(z) = U- P —ry)u, = U,* Di —- ry) Wes 
K-]lb:xz-A£«O0,0xhkzml. (4.39) 
对 于 一 般 的 Riemann 问题 列 (4.25) ,经 过 规范 化 的 相对 坐标 变换 人 4.26) 后 ,得 到 
(4.27) 式 . 所 要 求 的 未 知 函 数 节点 位 置 ,都 是 处 在 间断 分 解 点 x = zx;41% 线 上 ,或 者 说 
在 相对 坐标 6—0 处 ,所 以 集合 在 这 种 坐标 下 可 以 代 之 为 
K»ik:Aa 20,0«kuml. 
于 是 又 有 


U(0,r) = FU, + U, - S setis oh ai (4.40) 
izi 
前 换 到 原 坐 标 下 , 即 为 


U(a.t) = FU + U,- S sign (re ade TT, 


2. 流向 量 和 数值 流向 最 的 特征 表示 
首先 考虑 守恒 律 方程 


4.4 Riemann !Ej Uf A AREER + 53° 


U,* f(U), 20, A = EY (4.42) 


HMHR. 因为 一 般 情 况 下 f(U)-7 AU ,我 们 利用 (4.41) 式 的 结果 ,可 以 证 
明 有 下 面 的 定理 : 
定理 4.1 WAS Riemann 问题 的 流向 量 ,可 以 表示 为 


fa = loi) AOU) -1 A 1 (U, - 0). (4.43) 
证 明 对 于 Riemann 问题 列 (4.25) ,根据 (4.41) 的 特征 表示 有 
FC U)= AU = io U.) t fU.) = Žo sigala, ) (rg T la) Aw) 


[f 


io U) + f(U) - in — l) 1 Ay | wy) 


io U) + f(U) - 2 SUDAR- Aiwa) 

= FF) + fU.) - Sin - LG pw, — Apws)) 

= HUD + f) - Sn Ae Ae) 
= lou) + f(U,) - min ~h)' Al w) 


= FFU) + KU) -1 A 1 (U,- UD). 


作为 上 述 定理 的 一 个 直接 的 结果 ,我 们 又 有 
定理 4.2 在 两 今 节点 的 模板 情况 , 双 临 型 守恒 律 的 Riemann 问题 
(4.25) 列 有 简单 的 数值 流向 量 


Fk = GFT + ft -I Amal QU UD). (4.44) 
同样 ,也 不 难 证 明 
EE 4.3 在 Riemann 间断 分 解 情况 下 ,数值 流向 量 又 可 以 表示 为 
p» = Af U; + Aid Ufa. (4.45) 


WA 因为 (4.37) 以 及 第 二 章 的 结果 
A-A'-*A ,IAI-A-A"-A', 
我 们 有 
f(U,1) = 3(A** A CUT + Ut) = (A*- AT Ua = Ur). 
从 而 
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fae UP A Ua 


练习 题 


1. 试 求 气动 力学 方程 组 (1.28) 和 浅水 方程 组 (1.38) 的 Riemann KER. 

2. 由 (4,29) 式 出 发 ,对 于 每 一 个 分 方程 设计 一 种 迎风 型 的 差分 格式 , 烙 成 一 
种 可 行 的 求解 方法 ,并 县 应 用 于 气动 力学 方程 组 (1.28) 和 浅水 方程 组 
(1.,38) 的 间断 解 问题 . 

3. 由 (4.31) 式 出 发 ,对 于 每 一 个 分 方程 设计 一 种 特征 差分 格式 ,构成 一 种 可 
行 的 求解 方法 ,并 且 应 用 于 气动 力学 方程 组 (1.28) 和 浅水 方程 组 (1.38) 的 
间断 解 问题 . 

4. 由 (4.31) 式 出 发 ,对 于 每 一 个 分 方程 设计 ,仿照 无 秋 Burgers 方程 的 间断 分 
fg ,构成 一 种 可 行 的 求解 方法 ,并 且 应 用 于 气动 力学 方程 组 (1.28) 和 浅水 
方程 组 (1.38) 的 间断 解 问 题 . 


SAB Riemann 间断 分 解 问 题 的 Roe 解法 


在 第 二 章 里 ,我 们 已 经 简单 地 谈 到 Riemann 问题 的 Roe 近似 解 算 子 方 
法 。 现 在 ,可 以 比较 容易 地 进行 这 种 方法 的 思想 .理论 的 介绍 和 分 析 了 . 


5.1 Roe 方 法 的 基本 思想 


仍然 考虑 Riemann 间断 分 解 问题 (2.35) 
U, +t f(U), 7-0, 
Ui, «0, 
U,, «>0, 
U-7(ui,77,uw)7, (OU) = Cie) fi Cu? , 
其 数值 求解 的 难度 ,主要 是 因为 非 线性 引起 的 间断 分 解 的 复杂 性 .而 其 中 之 
关键 又 是 Jocobi BB ACUOBJdESR TE. Roe 方法 的 根本 点 就 在 于 ,利用 左右 
函数 的 常数 态 U, U,, 去 构造 一 个 合理 的 ACU) BREE ACU, UL) M 
杂 的 非 线 性 问题 转化 为 线性 问题 . 为 此 Roe 提出 了 构造 这 种 线性 化 近似 矩阵 
的 原则 
A(U,U,) 要 求 具有 “LU" 人 性 质 : 
(1) A(U,U)--A(U) 4 Ui, U,— U, BAMA; 
(2) A (Un UDU,- U) = f, - fi TUE ; 
(3) ACU,, U, WEA D, k 1,2, m JÉAYEX XH. 
虽然 ,最 容易 想到 的 有 如 A (TU HU2) FAW + ACU)) 等 ,但 
都 不 符合 上 述 要 求 . Roe 的 贡献 就 在 于 给 出 了 一 种 可 以 遵循 的 途径 : 
(1) 引 人 一 种 参 向 量 (parameter vector) w, o ,分 别 对 应 矩阵 A AQUI, 
UL) WR. 事实 上 ,这 种 参 向 量 只 是 一 种 过 渡 . 
(2) 利用 对 间断 跳 蚂 的 参 向 量 的 展开 ,确定 A({ Ul, U,) ， 
[U]=U,- Ui* B(w,- w) 
[fCU)]9 f - fi CCo, 7 e) 
(3) 同时 ,可 以 确定 A 特征 值 和 特征 向 量 (注意 :这 里 特征 向 量 的 习惯 表 
IRA 2,1). 


U(r,0)- Ul 


|o t) - GB n. (5.1) 


Àj 6 ER mT1,2,77 m. (5.2) 
(4) 未 知 沙 数 跳 获 量 作 上 述 特征 向 量 表示 .， 
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Wiete De Sa. (5.3) 
k=1 
(5) Be RARE BORER. 
根据 第 四 章 的 (4.43) 我 们 有 


f(U) - 3G) + CU) - IAICU, - U). 
利用 (5.3) 式 ,立即 可 得 


fie = FOA DaN a), (5.4) 
根据 上 面 的 结果 ,对 于 Riemann 列 的 间断 分 解 问题 (4.25) ,可 以 有 不 同 的 求 
HAR: 
(1) 其 一 是 用 线性 化 的 方程 组 
U,+ A(U,U;.,)U, 70, 
TSTsTi+1， t, ES (5.52) 


|o BSE rl, 
U(x,t,)=U,(2) = [Ut RE (5.5b) 
AURI (4.25) ,利用 各 种 可 行 的 数值 方法 进行 求解 . 
《2) 其 二 是 利用 数值 流 庙 量 的 方法 
根据 第 四 节 Riemann 列 标 准 化 的 讨论 和 上 面 的 (5.4) 式 ,我 们 即 可 得 到 
隔 节 点 数值 流血 量 的 Roe 方法 


Ut =U- Gulf pru. (5.62) 
根据 (5.3) 式 ,数值 流血 量 为 
Rya pitsa- Dalila). (5.6b) 
由 此 可 见 ,Roe 方法 的 思想 虽然 简单 ,但 它 不 仅 提供 了 一 种 构造 性 解法 ,也 
给 数值 流向 量 型 的 差分 方法 开拓 出 一 条 新 路 . 事实 上 ,许多 高 精度 方法 ,高 阶 


Godunov Fr He! ,高 分 辩 率 方法 [S81 ,以 及 许多 高 阶 的 FVMI2 9? ,常常 把 Roe 的 
这 种 思想 作为 方法 设计 中 的 一 种 重要 的 依据 . 


5.2 一 维 问题 的 Roe 参 向 量 和 近似 Riemann 解 算 子 


仍然 考虑 最 简单 的 理想 气体 动力 学 方程 组 (4.1 一 4.3) 的 例子 
U, + f(U), -0, 
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其 中 
-[e _ pu 
v= (7). puie (ae (5.74) 
或 
{ 0 1 
U, + ACU)U, - 0, ACU) = | , a | (5.7b) 
在 连续 的 情况 下 Jacobi KiPE A( 口 ) 的 特征 值 和 特征 向 量 为 
Àj27uw-c.utc, 
1 1 
ag T B ean me) 
取 参 向 量 
“|: ud (5.9) 
€ pu 
ABZ, BRI) ME At U,f(U) 都 可 以 用 参 向 量 表示 
d : ww? | 
RT dion FU) a uat ' soit) 


现在 我 们 来 考察 Riemann 问题 的 情况 . EGRE B5 i t 3 8] ST BE BR A ve 4 
是 
to) = (fe) = | Wp: -Wa | 
lo] prt 7 pui 
利用 未 知 函 数 和 流向 量 的 间断 跳跃 量 LU]= AU, [Jf(U)]=Af 对 参 向 量 
跳跃 量 的 表示 关系 《5.1) ,可 以 求 到 
5 "| uit ue (5.122) 
à; di] Qc, 203)” 


EP 01,0, 是 线性 化 问题 (5,5) 的 “ 参 向 量 ” 
B 图 六 (Va * Spr) 
üz + (Spin + pu) 


的 分 量 . 注意 ,在 上 面 的 推导 中 ,我 们 为 了 简单 认为 当地 声速 不 变 . 而 且 , 这 
种 近似 对 结果 的 影响 微小 . 如 果 不 这 样 假定 也 可 以 ,但 是 它 的 表示 却 没有 像 
下 而 (5.14) 式 的 一 般 性 . 

根据 (5.1), 可 得 Roe 的 线性 化 矩阵 


ACU,,U,) = ČB = | 2 4 : ) (5.13) 


(5.11) 


(5.12b) 
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可 以 见 到 和 原 Jacobi 矩阵 A(U) 的 形式 完全 雷同 ,只 是 其 中 改 为 诛 速 度 向 
量 的 质量 加 权 平 均 


— J prey + Pre, 
= ， (5.14) 
"Lat Se 
显然 ,Roe 的 线性 化 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 有 类 似 的 形式 
= = - DN 1 1 
iiz=z-ca+rcaa=( i) (5.15) 
F-# BRERA BRR CET) FE RR (5.3) 
= = [ui] = Pr PI Mn. A 
LU] = s a [s g mia 2/9 (5.162) 


其 中 ,展开 系数 a, 和 Roe 的 线性 化 矩阵 A (U, U,) 一 样 推导 ,很 麻烦 但 很 关 
g 


"m == RE + c) = Auz), 


a2 = È(- Au, lâ - c) + Au). (5.16b) 
读者 可 能 已 经 看 出 上 述 系数 的 量 纲 似 乎 有 问题 ,事实 上 这 是 由 于 我 们 前 
面 假定 了 当地 声速 不 变 引 起 的 . 在 本 节 的 后 面 ,就 会 见 到 不 采用 这 种 假定 的 
情况 ,也 就 不 会 产生 这 个 问题 . 其实, 上 述 的 推导 ,读者 可 以 在 当地 声速 可 变 的 
情况 下 进行 ,结果 会 有 所 不 同 . 只 要 合适 地 表示 当地 声速 ,它们 的 Roe 的 线性 
化 矩阵 ACU,, U,) 和 特征 量 ,以 及 展开 式 还 是 一 样 形式 ,不同 的 是 当地 声速 表 
达 式 和 展开 系数 公式 不 同 而 已 . 而 且 , 读 者 也 可 以 对 于 这 样 得 到 的 两 种 不 同 
的 形式 ,进行 数值 实验 ,从 而 看 到 它们 的 效果 . 


利用 上 述 的 公式 (5.16)、(5.15)、(5.14) 和 (5.6) ,我 们 容易 构造 数值 流向 
nex. 


5.3. 二 维 浅水 波 问题 的 Roe 参 向 量 和 近似 
Riemann #4 P5631236] 


二 维 浅 水 波 问题 的 数学 模型 ,有 各 种 各 样 的 表示 形式 . 在 这 里 讨论 第 一 
章 里 的 模型 (1.42) 的 紧 姿 形式 ,不 妨 重 写 于 下 面 : 


U,+ €f(U)), + (g(U)), = (U), 
F(U) = f! - wf ,g(U) = gl - vg", (1.422) 
其 中 
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h uh wh 

U = [hu |f! = ju?h + gh? |e! = vuh ， 
he uvh wh + gh?/2 
0 0 

fl = |huz gl = | Au, | , (1.42b) 
hv, hv, 

0 
h=|7 gh CS,, * Saz) + ACw + 


- ghl Sp + Su) - hCy 
其 中 的 各 种 符号 的 物理 意义 ,读者 可 以 参见 第 一 章 的 说 明 . 我 们 在 这 此 仅仅 
对 于 二 维 无 黏 性 ,无 摩擦 和 河 底 无 倾斜 的 理想 情况 进行 讨论 ， 此 时 数学 模型 
为 齐 次 守恒 形式 


U, + (f(U)), + G(CUD, = 0, (5.17a) 
其 中 
h uh vh 
U = hu|f- uw!h-gi2g-. vuh ， (5.437b) 
hey uvh ^R 十 gh? 72 
或 者 写 出 其 拟 线 性 形式 
U, + ACU)U, + BCU)U, = 0, (5.18a) 
其 中 Jacobi 矩阵 
0 1 0 
A= 2£UD . c- u? 2u Ol, 
一 uv v u 
(5.18b) 
Ü 0 1 
29g). | 
B- = vu v 0j, 


这 里 也 采用 了 类 似 的 "声速 "记号 


c- gh, (5.18c) 
它 是 重力 加 速度 和 水 深 的 平均 。 在 各 种 推导 过 程 中 , 它 了 志 有 类 似 于 “当地 声 
RE" OVE RA. 不 难 推导 两 个 lacobi EE A,B 的 特征 值 和 特征 向 量 为 


Aja37uw-7c.u.utc, 


(5.192) 


Mas7v-c,v,vtc, 


1 0 1 
w^ 2,3 三 I 一 cc 0 ute 
v ^ U 


, 
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1 0 
wi 2,3 = u TE 
0 


v-ce ute 
利用 上 述 的 各 种 表达 式 ,我 们 完全 可 以 建立 相应 的 二 维 浅 水 波 问 题 的 Roe 参 
向 量 和 近似 Riemann 解 算 子 ,然后 采用 分 数 步 方法 (fractional step meth- 
ods)P248] 进 行 数值 求解 . 这 项 工作 仍然 留 给 读者 . 

在 这 里 ,我 们 特意 采用 另 一 种 复合 的 紧 姿 忒 式 进行 , 这 种 形式 对 于 今后 
的 实际 应 用 ,特别 是 对 于 二 维 问题 的 有 限 体积 法 (finite volume method, 简称 
FVM) 的 设计 和 构造 ,很 有 意义 . 因为 根据 Green 公式 ,守恒 律 (5.17a) 在 任 
一 面积 控制 元 e 上 的 积分 都 可 以 表示 为 


fi U, + f(U), + g(U}),tdzdy = fU,dædy + fray - gdz = 0 
ave i s 人 


1 


u 


] (5.19b) 


[Udrdy + | ra -ndrzdy =0. 
^ 2e 


因而 ,我 们 可 以 对 于 (5.17) 引信 复合 流向 量 


F= (f(U),g(U)), F.n= f(U)n, + g(U)n,, (5.20) 
其 中 ,n= (n ,nn,) 为 参考 曲线 的 外 法 向 . 进而 也 可 以 求 出 它 的 复合 Jacobi 48 


0 n, ny 
A= AF. a) = | (e -un - um, un, t un, un, 
- wn, + (c? - un, Un, un, t 2wn, 
(5.21) 
它 的 特征 值 为 
à= V«n-clnl, ÀA = un, t wn,—cn, 
X41= Ven, 或 者 12 = un, + wn,, (5.22) 
h= Vn clni A47 un, t un, t cn. 


这 时 简单 地 记 nn = |7|. 在 单位 法 向 量 的 情况 下 n= lel =1. 相应 的 复合 
( 右 ) 特 征 向 量 为 
0 1 
; | d ; : + cn,/n 
cn, vt cn,7n 


为 了 以 后 的 拟 特征 线 类 方法 的 讨论 ,特别 是 迎风 方法 的 设计 ,这 里 同时 给 出 它 
的 左 特征 向 量 


1 
WU2,59 = |: 一 en,/n (5.23) 


v — cny/n 
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1 = abs A zy) 
en (Aw nt cn), 2cn’ Len | 
n. n, g 
wh= (tun, vn,), - 35,74), (5.24) 


2cn 2cn '2cn 


wy 二 («c V- n cn), ey k 


根据 开始 介绍 的 Roe 解 算 子 的 推导 过 程 ,应 当 求 它 对 于 Riemann [ARTE 


IE SHORE A= CB-!. 但 是 适当 的 定义 “当地 声速 "c 而 后 ,可 以 使 其 矩阵 形 
武 完 全 与 原形 (5.21) 相同 . 这 里 的 “当地 声速 "z 却 不 是 质量 加 权 平均 ,而 是 


è = Elt he) ， 


(5.25) 


从 而 ,相应 的 特征 值 和 特征 向 量 也 与 (5.22) A (5.23) 相同 . 如 果 法 向 量 是 


单位 向 量 , 则 
A, Sån, + tn, — Č, 
Ay = un, + ony ， 
Ay Sün, ~ Dn, + C 
1 ' 0 1 
jaa = |ü En |, — en, |, E t er, |, 
v —6n,J | en, D+ én, 


HP 去, 二 也 是 像 前 面 一 维 情况 那样 AMR IEY ,采用 记号 
Cush) n la uvh, 

ih) Ay + a By f 

(v dh) c vy hi + vr Sh, 

GR) "T + Jh, l 
Riemann 间断 解 的 跳跃 量 展 开 为 


“= 


[A] h,—hi jm 
[U] = 四 = | uh, — uhi|= Nas. 
LEvA] uh, - vil bel 
其 中 展开 系数 
dia — L] * 去 ([hulns + [hvln, - Vinfh]), 


ās = LA] -BLAD n - Chu] - a[hl)n,). 


(5.26) 


(5.27) 


(5.28) 


(5.29) 


(5.30) 


有 了 上 述 的 解 算 子 ,对 于 一 般 的 二 维 浅水 波 方 程 的 数值 解 , 就 可 以 采用 前 
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面 所 提 的 数值 流向 量 方法 ,通过 求解 每 一 个 时 间 层 的 Riemann 问题 列 , 得 到 
Roe 型 的 数值 流向 量 差分 格式 


(Fn), = lic -24 CF 2),- Ml a lami. (5.31) 
这 种 形式 将 在 今后 的 TVD 有 限 体 积 法 和 间断 Galerkin 方法 等 讨论 中 经 常 看 
到 . 


5.4 Roe 的 三 维 守 恒 律 问题 的 参 向 量 和 解 算 子 


现在 ,我 们 进一步 考虑 三 维 的 Euler 方程 问题 ,介绍 二 维 守恒 律 问 题 的 
Roe 参 向 量 和 解 算 子 的 一 个 全 过 程 . 方程 为 


U, + f(U), + g(U), + k(CUD, = 0, (5.32a) 
其 中 
e pu | pr pw 
pu pur + p | pv pwu 
U = |ø |, f= put ^B po2 十 力 >, A= puo 
pu puw ouw pu^ p 
e ule + p) vle + p) wle + p) 
(5.32b) 


这 里 o, p, V —(u,v,w).e 分别 为 密度 .压力 、 三 个 坐标 方向 的 速度 向 量 和 
单位 体积 的 总 能 量 . 对 于 完全 气体 有 状态 方程 联结 各 个 未 知 函数 
e= 2+ ie Ba (5.320) 

与 前 面 的 二 维 浅水 波 问 题 不 同 ,我 们 不 再 采用 复合 的 形式 ,而 是 直接 对 于 
每 一 个 流通 量 函 数 FCU) gU) ACU), A Roe 的 数值 流通 量 Pg A. 
上 面 的 讨论 ,读者 已 经 可 以 看 到 ,显然 不 必 生 成 流通 量 男 数 f(U),g(U)， 
h(U) 的 线 化 Jacobi MH A,B,C. 我 们 只 是 需要 得 到 上 述 线 化 Jacobi HHH 
相应 特征 向 量 2, 种 未知 函 数 向 量 [ U1 对 于 它们 的 展开 系数 a, 

选取 参 向 量 


o 7 Kp(1,u,v,w,h)!, ph =er+ p, (5.33) 
RB on CS EROGEAGERBU EM. TE U, fgh 都 可 以 由 参 向 量 表示 . 例如 
fa = wes + : lub rbd + up 
Y E 2y 2 27 3 1/» 


24 = 0394.75, 


5.4 Roe 的 三 维 守恒 律 问题 的 参 向 量 和 解 算 子 DES 


并 注意 对 称 的 特征 ,不 难 求 出 它们 的 具体 展开 形式 . 而 有 ,它们 的 间断 解 跳跃 
量 有 参 向 晤 的 跳 嫉 量 的 展开 表示 
[U] =U,- U, = D(o, - w), 
[f(U)] =f, > fi Cp(o, = w), 


E 5.34 
[e(U)] 2 g, - gi = Sele, ~ a), di 
[ACU)] = 上 只 ,一 中 一 Čulo, 一 a). 
例如 
2o 0 0 0 
P? a, 0 0 
D=|% i ei 0 0 (5.34b) 
"^ 0 0 ò, 0 
ws yok. y-1. y-l-~ wi 
7 "E NC py 
Q2 w 0 0 0 
yl rti- yol- y-1- y-1- 
y ^ eed p y Ww rey t 
C= à; à; 0 6. [v O90 
aa 0 ws 0 
ws 0 0 aa 
其 中 ,Gifti = (5.12b) 类 似 , 即 
wi 2 Eis * "PR? 
w = 5 (eres + V pete) (5.35) 
= 1 
ay = z( nu * "PX iJ» 


SS (DL He, FE fib ADIL ER EE C, CG ,可 以 根据 它们 的 对 称 性 和 可 交换 的 特 
点 ,由 Cy 作 相应 的 改变 得 到 . 事实 上 ,一旦 有 了 D.C 并 适当 地 定义 “当地 声 
Rc 后 ,可 以 使 其 矩阵 形式 完全 与 原形 相同 . 这 里 的 “当地 声速 "z 是 


a= (7- i- + ot un]. (5.36) 
事实 上 ,我 们 并 不 必 去 推导 Roe 的 线性 化 矩阵 A ,因为 我 们 的 目的 是 它 的 特 


征 值 和 特征 向 量 , 而 求 它 的 特征 值 ,也 可 以 通过 解 下 面 的 特征 方程 
det(C - AD)=0 (5.37) 
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得 到 . 如 果 引 入 质量 加 权 平均 量 
(tye) | fim * fo e. 


f= 


(p) Jot V p. 
f= u,v,wyh, (5.38) 
或 者 写成 
a-2, 3-2, w=, 2-3, (5.39) 
wl oe, e, 9, 
则 式 (5.37) 展开 可 得 
起 l.z 
à - ay |G a) -(y-1)]Á 5 i Pt] =0, ian 
1Vie= a+ a+ w?, 
因此 ,特征 值 即 为 
Ayes d-P;,ü,ü,ü.ü té. (5.41) 
而 相应 的 特征 向 量 是 
1 0 0 1 1 
à-6é | lo] lo i ü té 
reer ea os e Eee doj Zh] m (5.42) 
而 0| |4 8 
h-a) ^ (uw) V las as 
最 后 AR PY BE IER ft ET C 
[U] = U,- U= Dë, (5.43) 


可 以 得 到 系数 满足 下 述 方程 组 (也 是 求解 的 顺序 ) : 


E 
Y-—l 


à, = (h-1V ID Da] + guo] + alus] + [n4] — Lus], 

pz = [ua] = vl url, 

as = [u4] - wiu], (5.44) 
a * às = [uil - ài, 

Cl 一 45 = (luil zd [uz)]) . 
相仿 地 ,可 以 求 得 对 于 流通 量 g,h 的 线性 化 蔡 换 矩阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 和 
展开 系数 Bo vie Boe (C BI. 
有 了 上 述 的 一 系列 结果 ,我 们 已 经 可 以 得 到 三 维 问题 的 Roe 型 的 数值 格式 

Uni! = Uta = ar [Firda ~ fob 


ijk 


: - E (5.45a) 
= Ay [gioia = 8-14 | - FILMS = Ay -二 $ 


5.5 Roe 方法 提高 求解 精度 的 关键 和 存在 的 问题 - 65° 


其 中 数值 流向 量 分 别 是 


= 1 CAL - e 
fila -3lfsa + frij a [Ag | e(A)|, 
k-1 


三 1 = D - 3s 
Bribie = 7 [Birt + Kona ~ 24 | He! elB)|, (5.450) 
2 1 a n PN 
beh = uat uan 7 23h l v t e(O]| . 
k=1 


Roe 在 他 的 论文 中 ,还 对 于 超声 速 流 的 计算 进行 了 进一步 的 讨论 , 感 兴趣 
的 读者 可 以 查阅 . 也 可 以 参考 Toro 的 Riemann Solvers and Numerical Meth- 
ods for Fluid Dynamics 一 书 ， 


= 
Ll 
~ 
+ 
| 一 
Jl 


5.5 Roe 方法 提高 求解 精度 的 关键 和 存在 的 问题 


读者 可 能 已 经 看 到 在 Roe 的 参 向 量 .间断 解 展 开 .线性 化 替换 矩阵 和 间 
WT IPE AS FA PR BK FE DEER EE A AP GE BZ os EE ,都 是 在 最 简单 的 左右 常数 态 的 假定 
下 进行 的 . 但 是 ,这 种 左右 常数 态 的 假定 , 却 从 根本 上 限制 了 方法 的 精度 . 这 
也 就 是 Roe 方法 的 提高 精度 的 局 限 性 和 根本 问题 ， 
今后 , 随 着 本 课程 的 展开 ,我 们 将 会 知道 ,即使 对 于 每 一 个 差分 网 格 内 的 
未 知 函 数 作 常 数 态 对 待 ,在 产生 激 波 等 的 间断 解 时 ,间断 解 的 左右 两 侧 也 应 当 
进行 比较 精确 的 通 近 构造 ,以 确保 近似 解 的 尽 可 能 的 高 精度 . 例如 Van Leer 
的 MUSCL 方法 ,Collela 等 人 的 PPM ,甚至 TVD ENO 等 方法 也 同样 具有 这 
出 于 这 种 考虑 ,Ben-Artzi 也 提出 了 称 为 “广义 的 Riemann 问题 "的 方法 
(general Riemann problem, fj # GRP FE). 而 且 作 者 主要 是 针对 非 齐 次 
的 守恒 型 问题 设计 的 . 其 根本 点 就 在 于 间断 解 左 右 函 数 不 再 是 常数 态 ,而 是 
线性 函数 构造 
U, * f(U), =10， 
U (zr) xr; r« zal, 
U(x,t,) = U,(x) -| T ETEEN (5.46a) 
而 且 满足 条 件 
a. U,= UG, 1.1,)— lim U(x,t,), 


qXUE 
il 


? 
b. QU (rsd tn)= lim 9,U(x,t,). (5.46b) 


rcr 
r+ 


不 过 这 样 一 来 ,上 面 的 间断 解 的 “ 初 值 问题 "已 经 不 是 “ 自 相 似 ” 的 . 为 此 ,作者 


m AR Riemann 间断 分 解 问题 的 Roe 解法 


你 进一步 提出 了 一 个 “相伴 Riemann [A] Ei" (associate RP) EM 
(Un), + FU = 0, 
U ,t«0, 
U, (6,0) = n t0, (5.47) 
它 有 相似 解 U, (0, 0 =R(6/r) . GRP 方法 根据 相伴 Riemann 问题 的 解 , 利 
用 某 种 合理 的 变换 得 到 . 
此 外 ,由 于 Roe 方 法 ,包括 各 种 构造 性 的 Riemann 问题 方法 ,都 在 不 同 程 
度 上 利用 了 物理 或 力学 中 这 些 守 恒 型 方程 的 流向 量 特点 .就 是 
f(U) = ALU) U, 
f,- fi A(U,, UDU, - U), (5.48) 
所 以 ,对 于 比较 一 般 的 问题 有 难以 克服 的 困难 . 
练习 题 
. 简单 的 单 向 波 方程 w+ au, 7 0, a 7 const 20, XX BEI EM Riemann 解 问 
题 的 Roe 73 ($69 350 (& Ut [o] M . 
. 对 于 方 波 碰 擅 的 简单 模型 方程 (1.7) 和 Riemann 初 值 条 件 
Us 42<0, 
U,, H r0, 


m 


n2 


U(z,0) = Ulz) -{ 


试 导 出 它 的 数值 流向 量 型 的 差分 方案 . 

3. 就 简单 的 气体 力学 (5.7)Riemann 问题 ,设计 一 种 Roe 型 的 数值 方法 . 

. 对 于 问题 (1.28 一 1.29) 的 Riemann 问题 , 试 讨 论 它 的 Roe 方法 和 相关 的 参 
HE .展开 系数 和 流向 量 格式 . 

. 对 于 二 维 的 Euler 方程 的 Riemann 问题 ,采用 二 维 浅 水 波 的 复合 方式 ,设计 
Roe 型 方法 . 


EN 


uA 
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积分 平均 型 的 有 限 差 分 方法 的 设计 ,在 许多 参考 书目 中 都 叮 以 得 到 一 个 
初步 的 了 解 . 所 以 ,我 们 不 再 讨论 有 关 的 概念 和 基本 思想 . 现在 的 目的 是 针 
对 间断 解 的 要 求 ,介绍 行 之 有 效 的 间断 解 方法 的 设计 思想 ,例如 著名 Van Leer 
的 MUSCL( monotonic upstream-centred scheme for conservation laws)' ^ 2301 
格式 和 Collela 与 Woodward 的 PPM (piecewise parabolic method) ( & IX, mR 
[44,45,244,245]) 4€. 这 些 方法 的 设计 虽然 也 是 积分 平均 形式 下 的 差分 离散 
方法 ,可 是 其 特点 却 非常 强调 每 一 个 网 格 上 的 积分 平均 意义 上 的 常数 态 假定 . 
在 这 种 意义 上 来 说 ,好 像 也 具有 Riemann 间断 解 问题 的 基本 特征 . 但 是 ,从 本 
质 上 来 讲 , 它 的 常数 态 的 构造 是 总 体 的 、 积 分 平均 意义 上 的 ,前 一 章 里 的 讨论 
在 每 一 个 网 格 内 的 常数 态 , 只 是 把 节点 函数 值 向 左右 开拓 ,所 构成 的 常数 态 ， 
实质 上 它 仍 属 于 搬 值 逼近 的 一 种 间断 解 捕 捉 型 方法 . 

1969 年 以 来 ,Van Leer 陆续 地 发 表 了 一 系列 的 重要 论文 ,开创 性 地 提出 
了 间断 解 问题 的 积分 平均 形式 下 差分 格式 的 构造 方法 ,特别 是 提出 了 一 种 行 
之 有 效 的 间断 解 差分 方法 MUSCL. 它 细致 .精良 的 设计 和 构造 思想 ,无 疑 对 
贾 后 的 间断 解数 值 方法 的 发 展 起 了 巨大 的 维 动 作用 .1984 年 , Collela 和 
Woodward 在 前 者 的 基础 上 ,根据 保守 但 和 单调 的 原则 ,进一步 提出 了 另 一 种 
高 阶 的 间断 解 差 分 方法 ,他们 特别 地 称 为 PPM. 在 这 一 节 里 我 们 将 分 别 予以 
分 析 和 讨论 . 

通过 上 一 章 的 讨论 ,想来 读者 也 就 容易 接受 这 类 间断 解 方法 的 设计 和 构 
造 机 理 , 同时 ,应当 注 意 到 它们 的 不 同 的 构造 思想 和 实现 程序 . 


6.1 积分 平均 型 守恒 .单调 格式 的 一 般 构 想 


仍然 以 最 简单 的 模型 方程 ( 见 第 一 章 ) 


u, t au, = h(x,t), a = const >Q, (6.1) 
u(x,0) = uols) (6.2) 

为 例 . 利用 特征 线 的 分 析 方 法 ,不 难得 到 上 述 问题 的 解析 解 
u(x,t) Cr ca + [hlæ - alt- rt) rdr. (6.3) 


在 差分 网 格 上 , 取 积 分 控制 元 Q7 = [x,-1,2;41] X [taste lL RAB 
(1.1) 在 控制 元 上 的 积分 ,得 
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[ut (2) - ra) dz + | [auto — au, C)dz 


1 * 
"n 


- | hazar . (6.4) 
EAZ ERR ERAR EC | 
ue = ad weer, Az = zl 2,4 (6.5) 
和 时间 网 格 上 的 积分 平均 | 
Cauri? 7 A, amp (edt, t = nap bn: (6.6) 


由 于 在 上 述 的 定义 中 , 当 4>1, 时 函数 xi(t) 未 知 , 可 以 通过 沿 特征 线 的 输 运 
给 出 近似 . 为 此 ,我 们 必须 要 求 时 间 步 长 At 满足 CFL 条 件 c= aAt/Ax<1， 
以 便 保 证 特征 线 的 依赖 域 不 超越 当前 的 Riemann 问题 区 间 . 时 间 的 积分 平均 
(6.6) 式 最 简单 的 一 阶 近 似 即 为 


w au", a zm, 
(au;,1) = | » (6.7) 
$ AUP aco. 
于 是 (6.4) 式 可 以 写 为 
uj = ur — r (any) - (22,1) )* AxAth”, 


u? — r(au? ~ aul) + Ax AU? , a 2 0, At 
三 人 一 = i 二 r= —. (6.8a) 
ul — r(au^, — au?) + ArAth?, a <0, âx 


为 简单 起 见 ,我 们 考虑 a = const,h =0, 这 样 上 式 简 化 为 熟知 的 迎风 格式 (up- 
wind scheme) 
af —c(ul = ul 1,220, adt 

Kd |: ~ city —ut),a <0, Ar’ 
其 实 , 上 述 格式 的 构造 过 程 ,也 完全 可 以 按 另 一 种 方式 ,或 者 另 一 种 角度 进行 ， 
这 就 是 Van Leer 提出 的 在 积分 平均 形式 下 的 沿 特 征 方向 输 运 的 构造 方案 . 

欲求 上 = t+ 时 刻 的 值 ,我 伯 采 用 以 下 的 程序 实现 : 

第 一 步 ”积分 平均 步 

在 积分 平均 (6.5) 定义 下 ,形成 上 = 如 上 的 阶梯 函数 | 过 | . 

第 二 步 “ 初 值 函数 "构造 步 

构造 上 = 如 时 间 层 上 的 “ 初 值 函数 ” 


u(x,t,) = in lt< Zai» 


其 中 ,构造 所 采用 的 节点 分 布 我 们 称 为 节点 模板 〈stencii). 如 果 就 用 上 述 阶 


(6.8b) 
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T6 BS ELTE Jo XADE RR" (2 = 8 = 0), BI 


u(z.t,) = unlu) = u”, T-S r« Tab 


格式 就 是 一 阶 的 ;如 果 进 一 步 ,利用 上 述 的 阶梯 函数 再 作 线 性 ,二 次 的 单调 性 
的 或 者 迎风 (upwinding) 的 插值 构造 ,这 将 得 到 高 阶 形式 “ 初 值 函 数 ”. 此 外 ， 
也 可 以 采用 Roe 的 解 算 子 , 或 其 他 Godunov 型 的 方法 进行 构造 . 

第 三 步 ” 特 征 移 位 步 

如 果 仅 就 以 此 阶梯 荡 数 作为 初 值 ,对 原 方程 积分 , 即 解 初 值 问题 


u, + au, — O, p LEL tayp a = const>0, (6.9) 
u(r,t) = u(r) = uf Xi EI zd Vi. (6.10) 

很 显然 ,因为 方程 的 平移 特点 C H RR D, s BP PG o 
u(r,t4)) = ulz- aAt,t,) = u(x ~- cAr), (6. 11a) 


在 形式 上 就 是 将 阶梯 函数 | xf ; 向 右 平移 cAx. 从 而 得 
u? a, Tl m r« zd + cAz, 
u(x,tn+1) z€ 和) Ya. 


ul, x; + cAx X r< Xals 
(6.11b) 
第 四 步 ” 计 算 输 运 步 
这 是 形成 上 = ;1 时 刻 的 阶梯 函数 ,利用 (6.11b) 式 积分 
z -去 MEC 
= ae Jur = car)dr 3 (6. 12a) 


在 最 简单 的 常数 “ 初 值 函数 "情况 下 ,可 得 
ut = (1 ~ c)u? + cuta 
=u- clu- u) a0. (6.12b) 

这 是 在 平移 后 的 阶梯 函数 上 ,重新 进行 积分 平均 . 对 于 a <0 的 情况 ,可 以 进 
行 类 似 的 讨论 . 

图 6.1 表现 了 上 述 在 积分 平均 下 的 常数 “ 初 值 函数 "的 四 步 过 程 .显然 ,第 
二 步 里 构造 的 := i, 时 间 层 上 的 “ 初 值 函数 "xz(z,t), 共 精度 和 质量 直接 关 
系 到 这 种 方法 的 让 近 精 度 ,可靠 性 和 有 效 性 . 这 是 问题 的 关键 所 在 . 如 果 采 
用 的 就 是 分 段 常数 的 阶梯 函数 , 则 称 为 PCM (piecewise constant method). 如 
果 是 线性 函数 的 构造 , 称 为 PLM (piecewise linear method). 进一步 ,如 果 采 用 
的 是 二 次 构造 ,也 就 是 PPM (piecewise parabolic method ,不 过 这 里 指 的 是 一 
般 二 阶 积分 平均 型 格式 ,并非 Cellela 的 PPM). 
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= 
-1 0 1! ee Si 1 2 


图 6.1 利用 特征 转换 的 积分 平均 过 程 


需要 指出 的 是 ,对 于 线性 和 二 次 的 构造 ,事实 上 是 不 惟一 的 . 因此 ,就 产 
生 了 不 同 的 构造 原则 ,从 而 也 就 有 不 同 的 具体 方法 和 表达 形式 . 通常 的 原则 ， 
~ 是 保 积分 平均 的 守恒 性 的 构造 ;二 是 保 * 初 值 函数 "的 单调 性 的 构造 . 前 者 
是 显而易见 的 . 后 者 是 为 了 避免 引入 新 的 振荡 因素 ,保持 稳定 和 可 能 的 分 辨 
R. 所 谓 保 单调 , 即 保持 解 的 单调 特征 , 既 不 可 生成 新 的 极 值 , 也 不 能 放大 极 
值 . 当然 ,对 于 强 对 流 问 题 可 能 迎风 特征 的 要 求 应 当 更 加 重视 . 
下 面 首先 以 线性 的 “ 初 值 函 数 " 为 例 ,进行 讨论 . 
考虑 一 个 空间 网 格 [x; -ieyzririz], 中 点 在 x= xz;, 其 积分 平均 的 也 数值 
Aut. 要 求 在 该 网 格 内 ,寻找 一 种 会 理 的 、 通 过 中 心 点 (xi, wr) 的 线性 插值 ， 
保持 积分 平均 的 原来 面积 意义 上 的 守恒 . 很 显然 ,选择 是 不 惟一 的 . 但 是 ,有 
四 种 选择 具有 特别 的 意义 ( 见 图 6.2 (a) Bos). 这 就 是 : 
(1) 左 线 性 插值 , 联结 左 侧 网 格 中 点 (z, -ly uti PC ur EE. Celt 
single-side difference) 
u(z,t,)=u?+S(x--2,), 
e 《6. 13a) 
AM a z€[25-1:2.1]. 
(2) "GR FERRE. 联结 右 侧 网 格 中 点 (zjtz 1 REG u7) 883 (right 
single-side dilference) 
u(x.t,)—- ut S,(x— v), 
(6.13b) 


n p 
uns 
Li =< x€ixzi-1,2,.1] . 


(3) 中 心 线性 插值 . KAARE, pur- WCup EE 


1 一 
Trj Hi 
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(central difference) 


u(x.t,)-u** S(x- x), 
(6.13c) 


ae a 
M LU 4-1 


S x 2;-1,a,41]. 
jeu een seen 


(4) 原 常 数 斜率 . 直接 就 取 常数 态 的 水 平 线 , 或 者 说 斜率 为 0 
u(r.t) = ul, 
So 50, x € [x IRSE (6.134) 


那么 ,我 们 应 当 如 何 作出 合理 的 选择 呢 ? 这 就 需要 符合 单调 性 的 要 求 . 这 种 
选择 的 方式 要 根据 阶梯 函数 的 两 种 不 同情 况 区 别 对 待 . 事实 上 ,仅仅 考虑 它 
们 的 斜率 即 可 ， 


(a) 单调 的 分 布 (b) 极 值 型 的 分 让 
图 6.2 被 积 函数 的 重 构 方式 


情况 1. 阶梯 枉 数 从 左 侧 网 格 到 右 侧 网 格 呈 现 单 润 分 布 ,此 时 选择 合理 
的 斜率 为 (图 6.2(a)) 
u(z,t,)-7 uj-*S(r-m),x€ [2,3 2,.1]; 


(6.14a) 
S — min(l S; 1l, 1 S,1, 1S, 1). 


情况 2. 阶梯 函数 从 左 侧 网 格 到 右 侧 网 格 呈 现 极 值 分 布 , 此 时 合理 的 斜 
PEA (图 6.2(b)) 
u(z,t) = u? + Solz- x) = ul, 


xe [ritzat] : (6.14b) 


这 就 是 说 ,从 总 体 上 来 看 ,这 种 构造 保证 了 单调 性 ,避免 引入 人 为 的 不 稳定 因 
K ABER T TI Ben E BU ae Be ae . 

同样 地 ,对 于 二 阶 的 " 初 值 函数 "的 构造 ,也 要 求 既 保 面 积 的 守恒 ,同时 又 
保单 调 . 不 同 的 是 这 时 候 的 左右 .中 心 二 阶 插值 “ 初 值 函 数 " 的 构造 ,必然 要 
引入 更 多 的 节点 . 换 句 话说 ,构造 “ 初 值 函 数 "的 节点 模板 扩展 了 . 从 而 又 提 
出 了 关于 节点 模板 的 选择 问题 . 在 而 后 的 ENO 方法 的 讨论 和 研究 中 RNS 
介绍 关于 节点 模板 和 一 般 情 况 下 的 斜率 的 选择 问题 ,特别 是 舒 其 望 (Chi- 
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Wang Shu) 关 于 在 这 方面 的 总 结 性 的 工作 [2031. 

有 人 或 许 要 问 ,是 否 能 够 寻找 一 种 简单 而 又 确定 的 线性 ,或 者 二 阶 的 “ 初 
值 范 数 "形式 , 既 可 避 开 上 述 的 节点 模板 的 选择 和 和 斜率 的 选择 ,又 能 够 基本 保 
持 守恒 和 单调 性 的 葛 求 呢 ? 有 ,这 就 是 Van Leer ,Collela 等 人 的 贡献 的 一 个 
方面 . 

在 而 后 的 ENO 和 weighted ENO 的 讨论 和 分 析 中 ,读者 将 会 看 到 更 高 阶 
的 积分 平均 格式 节点 模板 的 合理 选择 ,以 及 少 值 隔 数 的 巧妙 的 构造 策略 , 它 将 
Van Leer 的 思想 和 方法 大 大 地 向 前 维 进 了 . 


6.2 Van Leer 的 MUSCL 方法 的 构造 


我 们 注意 到 这 种 格式 的 构造 是 从 基本 的 定义 〈6.4)~(6.6) 出 发 的 . 而 
(6.6) 式 的 时 间 积 分 平均 的 盈 近 尤其 关键 . 显然 ,前 面 的 (6.7) 式 的 近似 是 
非常 粗糙 的 . 于 是 我 们 也 可 以 根据 时 间 积 分 平均 的 46.6) 式 , 构 造 一 种 更 好 
的 近似 . 如 图 6.3 所 示 ,利用 特征 线 的 变量 转换 关系 ,我 们 有 

ae 


We ati 
Cui) Sad. uz, 1, t)dt, 


ral + 二 Ar at - ty) ,jd a>0 (6.15a) 


i t 
a(t,-1) 
Xu I2 


ETT] 


图 6.3 积分 (6.15) 式 的 特征 转化 


如 果 我 们 对 于 上 述 积分 采用 简单 的 梯形 公式 ,并 且 采 用 被 积 孙 数 的 一 阶 
Taylor 展开 , 则 有 


6.2 Van Leer 的 MUSCT 方法 的 构造 “73° 


一 和 + ia ena 


=ul + ia - e)(&uti + Au? 1), 
其 中 ,最 后 -项 是 为 了 避免 引 和 中心 格 子 点 ce ph MATRA 
FHAR. 同样 地 ,还 有 
(url) abl gd 


d 
ree + Fôr- alt t)ote}d 
TAL i «(xa 2 r-—ait-t, s] t 


=at, + ÈO (A + Aua), a m0, (6.15b) 
将 上 述 两 式 代 人 (6.4) 式 ,我 们 可 以 得 到 二 阶 的 Van Leer 格式 


ut! = ut ~ cQ) — 0, 1)) + Ax dth?, 


u” — clu” ~ ufa) + lca - c)((Aufi - Au?.3) + ArAth”, a Z0, 


uT—c(uli- ut) + La - Cc) An? - Azxf 3) + AxAth?, a < 0. 


(6.16) 
当然 ,这 种 设计 方法 是 非常 繁琐 的 ,但 是 也 很 容易 理解 ,也 非常 直观 . 
Van Leer 采用 函数 通 近 的 思想 ,直接 给 出 了 一 种 线性 的 “ 初 值 函数 " 的 构 
造 


Au? 
ulzi) = aft rr), zg&rXzxa. (6.17) 


再 利用 作为 “ 初 值 函数 ”, 求 解 初 值 问题 (6.9) + (6.17), 同 样 得 到 上 述 的 结果 . 
但 是 ,上 述 的 线性 近似 我 们 并 不 能 看 到 它 的 实质 和 机 制 . 特别 是 其 中 斜率 的 选 
择 不 能 说 明 其 好 坏 和 合理 性 . Van Leer 对 于 上 述 格 式 进行 了 比较 详细 的 理论 分 
析 . 用 Fourier 分 析 方法 ,得 到 格式 的 von Neumann 意义 下 的 放大 因子 


GU AD =1- Eel od ( E - oskas )a - coskAz ) 


-ika- of =E ~ ooskAx JsinkAz, 
并 在 一 定 的 假定 下 得 到 了 它 的 稳定 性 、 故 散 性 和 色散 性 的 分 析 结 果 . 
此 奸 ，Van Leer 还 给 出 了 二 阶 的 “ 初 值 函数 ”的 构造 形式 


Nie 


(6.18) 
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-n LU (x-z) 1 2-a] r7, : 1 | 
u(x,t) =u? + Auj Az + AS uj (7) = ， 
E «cub (6.19) 


同时 作 了 深入 的 讨论 和 分 析 . 特别 是 对 于 格式 的 单调 性 问题 ,作者 讨论 的 方 
案 和 思想 是 非常 有 启发 和 借鉴 意义 的 . 

但 是 ,这 种 构造 从 节点 模板 来 讲 已 经 有 所 扩展 , 即 用 到 了 更 多 的 节点 土 的 
积分 平均 值 . 在 这 一 点 上 , 它 不 如 下 面 介绍 的 Collela 等 人 的 PPM. 而 且 , 采 用 
园 定 的 节点 模板 ,使 方法 不 够 灵活 ,更 不 能 达到 格式 的 优化 目的 . 从 这 一 点 上 
讲 , 它 和 下 面 的 PPM 方法 一 样 ,不 如 ENO 方法 ， 


6.3 Collela 和 Woodward 的 PPM 


1984 4 ,Collela 和 Woodward 提出 了 一 种 比较 简单 的 二 次 构造 函数 方法 , 称 
为 PPM. 作者 称 这 种 方法 比 MUSCL 方法 更 简单 精确, 有 处 理 接触 间断 问题 的 
更 强 的 能 力 , 它 的 优点 是 不 扩展 节点 模板 . 就 是 说 方法 仅仅 利用 左右 积分 平均 
ur put ,ar 构造 了 高 阶 的 * 初 值 函 数 ”, 达 到 单调 和 守恒 的 要 求 . 

PPM (convection scheme) 同样 是 由 积分 平均 形式 构成 . 但 是 它 更 为 简 
单 . 直接 给 出 了 (6.12a) , 即 


x 


utt! = rea "Eu d sida = l P 
Ar, i 


aie Ax, x. 


ulr —cAx)dx (6.20) 


H 
Mes v 


中 的 被 积 函 数 u(x) 的 具体 形式 .这 就 是 
v(x)= u, + (An; + ug, ;,(1- €)), 


E 二 .汪汪 出 
E= Aa Qnid Sor moral, 
Au, uni Uis 
ut lim,t, ule), (6.21) 
m4 
tji = lim, + > Lulz), 
7 


ug, i7 ofu; ey LG. T i) z 
TEE GRE ERRATA SAW wu.,;,u1,;, 采 用 了 尚未 进行 积分 平均 时 
的 左右 极限 值 . 
作者 在 文章 中 针对 Lagrangian 和 Eulerian 两 种 不 同 的 二 维 气体 动力 学 方 
程 组 ,详细 地 进行 了 PPM 格式 的 设计 和 讨论 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文 
BA[45]. 
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6.4 积分 平均 格式 构造 的 进一步 讨论 


根据 前 面 的 讨论 和 分 析 ,我 们 可 以 采用 多 种 不 同 的 观念 进行 积分 平均 格 
式 的 构造 . 


1. 完全 由 积分 平均 后 的 阶梯 画 数 构造 


从 我 们 前 面 提 到 的 “ 初 值 画 数 "的 构造 出 发 ,开始 由 两 点 组 成 的 节点 模板 ， 
通过 斜率 的 比较 和 分 析 ,例如 《6.13) 和 (6.14) ,构造 控制 元 r,r 
zoa HERTE PA RA” 

u(x,t,)7 N(x). (6.22) 
A T A HE P0787 (EL R CT E AE A ea AR A us 
点 ,构成 左 三 节点 模板 T= (u-bu) ,中 三 节点 模板 T= 
(ur supun) 和 右 宇 节点 模板 T m (ur uniu). 分 别 取 上 述 三 种 节 
点 模板 的 二 阶 差 商 (众所周知 , 差 商 与 节点 的 顺序 无 关 !1) ,我 们 分 别 记 为 Sy, 
Sao Sa- 而 后 进行 类 似 (6.15) 的 比较 和 分 析 , 确定 单调 的 四 点 模板 和 新 的 
高 阶 通 近 的 ”" 初 值 函 数 ” 
ulrta) = Nir) + Sanit- tawr- x). (6.23) 


2. 直接 根据 积分 平均 格式 的 构造 公式 


ut" = ut raus 1) — (202,.3)) + AxMit ur = SE, 


Ax 
(6.24) 


- " - 
(aui44) = Aj] Gru Odi, 
7 t 


类 似 于 图 6.3 和 (6.15) (6.16) 式 , 通 过 时 间 积 分 平均 的 特征 线 输 运 特点 , 直 
接 构造 

u(rirl,£) = «(zi +Ar -alt= nun), (6.25) 
或 者 不 采用 特征 方法 ,而 采用 其 他 的 途径 营 如 Roe 的 解 算 子 方法 等 . 


事实 上 ,还 可 以 从 不 同 的 角度 和 观点 ,采用 不 同 间断 解 分 解 技巧 ,设计 或 
构造 其 他 形式 的 积分 平均 格式 ， 


3. 直接 构造 数值 流向 量 的 方法 


现在 考 上 处 一 般 的 标量 守重 律 方程 的 Cauchy 问题 
u,* (fCu)), 70, x CR, t 50. (6.262) 
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u(x,0)- ug(x), (6.26b) 

构造 差分 网 格 ,其 空间 和 时 间 步 长 分 别 记 为 Az,At . 我 们 取 积 分 控制 元 为 
[x12 44] X Dt, tuu] ,对 上 述 方程 积分 .可 得 

[ 


+1 Tal 
"au(x tuu)dz = | u(z,t,)dz 
vx. T 


- [fa 0 = fCiGu- 1.0] ar. (6.27) 
根据 积分 平均 的 定义 ,我 们 有 


2g êt ie 
ur WE An uet hit), (6.28) 
其 中 


hal = (f(u(x,.1,2))) = Bil fusa Ce) ode (6.29a) 


为 时 间 平 均 数 值 流通 量 , 它 是 原 流 通 量 的 时 间 积 分 平均 ,而 未 知 函 数 u(x, 2) 
又 必须 是 阶梯 函数 ix; | 的 某 种 插值 逼近 . 从 而 格式 设计 的 关键 ,就 在 于 时 间 
平均 的 数值 通 近 方案 . 

利用 (6.25) 式 ,同样 的 可 以 改写 (6.29a) 为 


GGu Gr 4,0) = xd (ea * ias - alt - 2 : 


(6.29b) 
于 是 ,我 们 很 可 以 采用 数值 积分 的 方法 ,对 上 面 的 时 间 区 间 积 分 构造 一 种 格 
式 ,譬如 梯形 公式 Gauss 积分 公式 ,等 等 . 但 是 ,请 不 要 忘记 


2 
仍然 应 该 由 阶梯 函数 | vos | 的 某 种 插值 逼近 得 到 . 这 样 生成 的 积分 平均 型 格 
式 , 也 会 有 同样 的 效果 . 


练习 题 


1. 对 于 简单 的 对 流 方程 和 分 段 常数 积分 平均 分 布 (6.9~6.10), 根 据 (6.12) 
的 积分 形式 , 试 设计 一 种 upwind 型 的 积分 平均 格式 . 

2. 如 果 取 跨 三 个 时 间 层 的 积分 控制 元 [ zx; -lzri]x[a -iisi], 试 利用 类 
似 的 积分 形式 ,构造 三 层 的 积分 平均 格式 . 

3. 利用 直接 构造 数值 流向 量 的 方法 ,对 于 标量 守恒 律 初 值 问题 (6.26) ,根据 
(6.29a) 积 分 关系 , 试 采用 Gauss 数值 积分 方法 构造 一 种 积分 平均 型 格式 . 


u xi dst) - u(x, H Tir a(t 一 2 


三 、 高 分 辩 率 方法 篇 


Harten 于 1983 年 在 重要 期 刊 J. Computational Physics E E d T MAW 
“High Resolution Schemes for Hyperbolic Conservation Laws" 的 著名 论文 31. 
第 一 次 提出 了 “高 分 辨 率 (high resolution ) 方 法 ” , TVD(total variation dimin- 
ishing) 概 念 和 运用 限制 函数 或 限制 器 {limiter) 的 技术 .为 数值 方法 ,特别 是 差 
分 方法 的 理论 和 构造 ,并 拓 了 一 个 崭新 的 方向 .不 管 它 未 来 的 发 展 前 景 如 何 ， 
该 文 的 意义 是 深远 的 ,对 数值 方法 发 展 的 影响 也 是 伟大 的 , Harten KAHR 
可 没 . 

所 谓 “ 高 分 辨 率 ”, 意 指数 值 解 图 形 的 锐利 和 捞 自 ,表明 数值 方法 的 数值 耗 
散 微 弱 而 适中 .事实 上 ,从 这 个 意义 上 来 说 ,前 而 一 章 里 介绍 的 几 种 基于 Rie- 
mann 问题 的 方法 ,也 算是 “高 分 辩 率 "方法 . 

从 下 一 章 开 始 ,我 们 将 讨论 所 谓 的 高 分 辩 率 方法 ,特别 是 由 Harten 为 首 
所 创立 的 TVD、ENO 和 weighted ENO 等 方法 . 
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在 第 二 章 和 其 后 的 几 章 ,我 们 已 经 或 多 或 少 地 涉及 到 了 有 关 TVD 方法 
的 某 些 概念 和 思想 ,所 以 现在 讨论 起 来 就 要 顺畅 的 多 . 
首先 回顾 第 二 章 的 TVD 的 定义 ,对 于 一 般 的 守 便 律 方程 


U,* (0), 20, A = EU) (7.1) 
ul Sil uisus tm) 
2 fak uista, tm) 
U = ' fCU) = : (7.2) 
Um Sin Uis Ua ty hy) 
它 的 一 个 差分 格式 
ntl n P; $ ~~ At 
Ur) = U; ~ (fil fi 4), Cas (7.3) 
其 中 ,所 +! 称 为 数值 流向 量 (numerical flux), 
fiip Ez fn Ui;,). k,l 20. (7.4) 


而 且 , 它 应 当 满 足 Lipschitz 连续 性 条 件 和 相 容 性 条 件 
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FU, U) = fU). (7.5) 
对 于 标量 方程 ,说 它 是 TVD 的 ,如 果 满 足 条 任 
TVID ox: TV(CU?), (7.6) 
其 中 
TV(U") = Ar >) |8U ja. (7.7) 


这 里 Bu ,444 二 4,31 一 ti. 对 一 般 情 况 有 第 一 章 介 绍 的 Harten 引 尾 . 即 戎 将 格 
RER 


Up! = U- C148 Uin + Drnd Urin (7.8) 
条 件 
{ Ciz = 0, D in = 0, 
(7.9) 
0S Cima t Dra S1 
是 格式 为 了 VD 的 一 个 充分 条 件 . 
7.1 从 Lax-Wendroff 格式 谈 起 
我 们 已 经 讨论 过 简单 对 流 方程 
u, tau, = 0, a — const >0 (7.10) 
的 Lax-Wendroff 格式 
Wo 
如 果 将 它 改写 为 数值 流向 量 的 形式 , 即 为 
utt eura rA r= 2, (7.12) 
其 中 
Joao (autt aut- ri Qa 7 ut). (7.13) 


在 第 二 章 里 我 们 说 过 它 不 是 单调 格式 ,因为 它 作 为 线性 格式 形式 是 


uyt = MDa (1 Aya HN, (07.14) 


其 右 端的 第 一 项 系数 仅 当 Courant 数 c= aAt/Ax> 1(a >OM A ARAL, 
而 这 又 是 格式 稳定 性 条 件 所 不 能 允许 的 ,因而 不 满足 单调 性 的 定义 ， 

对 于 标量 守恒 律 方程 而 言 ,Crandali 和 Majdal581 证 明了 单调 格式 保证 了 
TVD 性 质 ,文献 [251] 也 证 明了 TVD 格式 保持 解 的 单调 性 . 

在 第 三 章 里 我 们 已 经 看 到 , 正 是 因为 它 的 非 单调 问题 ,或 者 说 色散 优势 的 
缺点 ,Lax-Wendroff 格式 容易 在 间断 、 大 梯度 附近 产生 虚假 振 范 ,呈现 非 线 性 
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不 稳定 现象 .但 是 ,Lax-Wendroff 格式 是 全 二 阶 格式 ,这 是 人 们 所 常常 追求 的 ， 
在 比较 平滑 的 区 域 , 它 的 应 用 效果 是 相当 理想 的 . 

如 果 将 格式 写 在 流向 量 的 形式 , 它 的 数值 流向 量 即 为 (7.13) 式 .可 是 如 果 
按照 Riemann 问题 的 第 四 章 定理 4.1 的 (4.43) 形 式 , 或 者 第 五 章 的 Roe 形式 
(5.6) 式 ,其 数值 流向 量 却 应 该 是 


Fit = E (aut + aut -1 a 1 (uty — wr )). (7.15) 


显然 ,这 种 形式 构成 的 格式 仅 为 一 阶 的 ,事实 上 它 是 强 耗 散 的 Lax 格式 ,其 应 
用 效果 和 弱点 在 第 三 节 已 经 清楚 .两 者 的 差别 仅仅 在 于 ,数值 流量 (7.13) 和 
(7.15)5X 89 28253 ute] = u.s, u 前 的 系数 不 同 ,分 别 为 ra? 利 |a | 而 
已 .可 是 这 种 差别 含义 很 深 , 因为 它 依 赖 于 步 长 比 r, 可 以 利用 步 长 比 的 改变 ， 
对 格式 的 数值 色散 和 耗 散 进行 可 能 的 和 有 限 的 调节 .可 以 设想 如 果 取 变 差 项 
的 系数 是 一 种 函数 , 既 能 够 保证 格式 的 单调 和 TVD 性 质 , 又 可 以 具有 自 适 应 
的 数值 色散 和 耗 散 的 调节 功能 , 那 就 十 分 理想 了 . 
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1. Lax-Wendroff 格式 的 推广 和 改造 


A be BAP Ty 
ut Cf(u)), = 0. xER, +1>0, 


: (7.16) 
a = a(u) = 2f (u)7àu, 


其 Lax-Wendroff 格式 是 
ut = ut = r(fo¥~ f-4), (7.17) 
其 数值 流向 量 为 
Fag = EC + fa - rainal fia E). (7.18) 


它 是 二 阶 方法 ,但 不 是 单调 ,也 不 是 TVD 的 .类 似 地 ,如 果 采 用 Riemann 问题 
的 间断 解 形式 的 (4.43) ,或 者 采用 Roe 形式 (5.6) 式 ,得 到 的 结果 却 是 


Fe = EU + fea Jamal (wi) 47.19) 


同 前 面 对 于 单 向 波 模型 方程 的 讨论 一 样 , 它 也 只 是 一 阶 方法 . 

我 们 希望 能 够 构造 一 种 格式 , 既 不 降低 Lax-Wendroff 格式 的 精度 ,同时 
又 能 够 保单 调 或 者 TVD 性 质 . 根 据 数值 流向 量 的 基本 特征 ,对 于 数值 流向 量 
的 设计 ,提出 如 下 形式 的 数值 流量 
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> 1 " J n n 
Fag = (A + prama) (un cm) (0.20) 


其 中 
plz) = g(x,0) (7.21) 
及 
日 = (uj - u, yA (ui, u). (7.22) 
iW E,—SX 
"i 
d repel aae 
ai = Ud er Mi (7.23) 
a (unt) Luli = 0， 


称 为 数值 流量 的 限制 函数 或 限制 器 (imiter). 除 了 Jacobi 阵 外 , 它 还 依赖 于 时 
间 和 空间 的 网 格 步 长 比 r 和 z= riyli2 点 附近 的 变 差 比 8. 利 用 它们 的 这 种 变 
差 比 ,实现 对 数值 色散 和 数值 耗 散 的 监控 和 自 适应 调节 . 
于 是 ,对 于 这 种 形式 TVD 格式 的 设计 和 构造 ,我 们 的 工作 就 是 如 何 提出 
一 种 合理 的 有效 的 限制 函数 .首先 不 考虑 含有 变 差 比 的 简单 情况 ,应 隆安 和 
号 振 赛 [511 给 出 了 下 面 的 定理 
定理 ?7.1 若 限 制 函 数 (7.21) 满 足 条 件 
[xd gr) d,MOx!Ixtisusl, (7.24) 
则 在 CFL RF, B 
r max | afs E Bs (7.25) 
格式 (7.20) 是 TVD 的 . 
显而易见 , g(x) = 1x1 是 upwind 格式 ;而 ela) =z? WE Lax-Wendroff 
格式 . Harten 为 了 使 这 种 形式 的 TVD 格式 能 够 与 弱 解 的 炉 条 件 相 容 ,提出 了 
一 种 分 段 函 数 形式 的 限制 函数 


n lax l= 6, 
plr) =4 724 9? (7.26) 
28 ^" Ix I< È, 


9 是 一 全 人 小 量 ， 
2. 积分 平均 型 的 流向 量 设计 
取 积分 控制 元 为 [x bene] [toate | A EA BBD 
fF u(x etude = |tu (zst, )dz 


- fpe bn) f Qn) ae aan 
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根据 积分 平均 的 定义 ,我 们 有 
ays ap- (halo h 1), (7.28) 
其 中 
hid «fud.» E zi. f (ud dt, — (7.29) 


在 第 六 章 我 们 称 它 为 时 间 平 均 数 值 流通 量 ， 它 是 原 流通 量 的 时 间 积分 平均. 同 
样 地 ,我 们 必须 要 求 时 间 步 长 Ar 满足 CFL 条 件 c= aAt/Ar<1, 以 便 保证 特 
征 线 的 依赖 域 不 超越 当前 的 Riemann 和 问题 区 间 , 这 种 积分 平均 方法 我 们 在 第 
六 章 已 经 作 过 讨论 , 它 的 关键 人 在 于 被 积 函 数 0, (2) ARM BBWS (+12) 
的 重 构 ,或 者 积分 的 转换 .详细 的 内 容 不 必 闭 述 . 


3. 数值 积分 的 构造 方法 


利用 (7.27) 的 积分 形式 ,如果 取 梯 形 积分 近似 ,我 们 可 以 得 到 非 积分 平均 
形式 的 流向 量 形式 . BAH 


ut = w- AUF Cus) - f (ui-1)); (7.30) 


a 
whem 
—— 


n*i n n 
es uil ui ui. 
pne rae ECHO ee se oa nls) ae 


问题 是 上 述 的 流量 函数 如 何 给 定 ,一 般 地 ,对 于 显 式 可 以 写成 
LAz F (uj4) = e fF, ed wii), (7.32) 


其 中 (ui i$ Lyuis} 1). 最 简单 的 情况 是 取 Riemann 间断 分 解 点 ra 的 两 删节 
点 上 的 函数 信 


p n — "n 
"iud = Ur» ul = Mj (7.33) 


一 种 比较 常用 的 简单 形式 是 


ugl u 十 Lmin mod (Witr — uj. U; — ui-1), 
2 2 
(7.34) 


1 
+ 2 
Uist = ui — min mod( u.a — 4-1. 944 7 Ui), 


这 里 


min mod(z,y) = senle) > sgn( ) min( | zl,lyl), 
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i, «ced, 
sgn(xr) = mei iore (7.35) 
或 者 
min mod( x,y) = sgn(.z) - maxiO0,min[! x |, ysgn(z)]l. (7.36) 
如 果 取 算术 平均 的 数值 流通 量 


Fg = f(t wd 人 2)， (7.37) 


2 
也 是 在 实际 计算 中 常常 可 行 的 方法 .当然 ,这 种 简单 的 格式 无 疑 是 一 阶 的 ， 
”如 果 仅 仅 考虑 一 阶 精度 ,我 们 就 无 须 局 限 对 数值 流向 量 函 数 的 取 值 . E 
如 ,了 到 数值 流量 为 


= min gucu T (a), “us u^, 
fla) = f Ce ut) = vp (7.38) 
MAX, sut Cu), 7 > u*, 

其 中 (xz a” ) 最 简单 的 可 以 是 间断 分 解 点 xi+lz 左 右 节 点 函数 值 (7.33) , 也 

可 以 是 (7.34). 这 就 是 著名 的 Godunov 格式 , 它 是 单调 和 TVD 的 . 
所 谓 的 Engquist-Osher 格式 !671 也 是 单调 .迎风 和 TVD 的 ,其 中 

f- f.) 

- [ max C G),004s 十 | mint G),004s + f (0). 


土 述 的 方法 仅仅 是 一 阶 的 ,即使 在 光滑 的 区 域内 也 是 一 样 . 更 主要 的 是 ,上 述 
方法 没有 调节 数值 色散 和 数值 耗 散 的 自 适应 功能 . 

事实 上 ,真正 精确 的 数值 流向 量 的 设计 和 构造 ,根据 (7.32) 式 ,其 关键 在 
于 间断 点 x, ,多 处 左右 函数 值 (wi, ,wi+12) 的 给 定 方 式 和 精度 .这 一 观点 
将 是 我 们 今后 许多 重要 的 间断 解数 值 方 法 构造 和 设计 的 关键 . 如 该 节 的 
TVD. 而 后 将 介绍 的 ENO, weighted ENO, Æ RAR (FVM) M B Galerkin 
有 限 元 方法 (DGFEM) 等 等 . 

以 右 函 数值 utn 为 例 . 为 了 构造 它 必须 讨论 节点 模板 选择 问题 , 当然 节 
点 的 多 少 决定 着 精度 的 阶 次 .一 般 可 以 表示 为 

"nia g(a p LS an), 

而 且 , 因 为 它 是 间断 点 zi+1z 右 侧 的 函数 值 ,构造 它 的 插值 基点" 应当 是 间断 
点 zi+12 右 侧 的 第 一 个 节点 函数 值 w?, 1, 在 积分 平均 的 情况 下 是 好 +， 由 此 
开始 ,根据 精度 的 要 求 , 先 右 后 左 的 逐次 扩展 插值 的 节点 模板 .因而 一 般 情况 
是 > i. 节点 的 添加 ,还 需要 有 一 种 规则 .在 第 八 章 里 将 介绍 的 ENO 和 
weighted ENO 方法 ,采用 的 是 差 雇 模 值 极 小 化 过 程 .可 以 说 是 第 六 章 中 的 斜 
率 值 的 极 小 比较 方法 的 推广 ， 


(7.39) 


7.2 TVD 格式 的 构造 和 讨论 ，83 - 


4. 高 阶 TVD 格式 的 设计 


设计 和 构造 高 阶 的 数值 流量 是 我 们 所 追求 的 日 标 ,对 此 在 第 六 章 已 经 有 
所 接触 ,在 今后 的 许多 章节 里 , 它 将 是 我 们 始终 要 讨论 和 介 织 的 .例如 ENO 
和 weighted ENO, 以 及 有 和 限 体积 法 和 间断 Galerkin 方法 等 .能 够 直接 构造 高 
阶 的 数值 流向 量 自然 很 好 ,但 不 容易 .其实 我 们 完全 可 以 采用 改造 和 改进 的 方 
法 ,在 低 阶 的 流向 量 f;;1% 基 础 上 ,通过 适当 的 数值 耗 散 和 数值 色散 的 调节 ， 
即 第 三 章 所 介绍 的 余 项 补偿 方法 ,以 提高 方法 的 阶 次 .通常 人 们 所 说 的 采用 反 
扩散 (anti-diffusion) 技术 ,生成 新 的 复合 的 数值 流通 量 {anti-diffusive flux) 
hoin RME, RRE Boris 和 Book 提出 的 流通 量 矫 正 迁 移 (flux correction 
transpoert) 方 法 [09] .一 般 形 式 林 以 表示 为 
had = fol + e(Ar,usi), (7.40) 
其 中 e(Az,aii) 是 流通 量 的 反 扩 散 矫 止 项 . 具体 实现 也 咱 以 采用 多 步 过 程 ， 
其 实在 第 三 节 里 关于 数值 方法 的 补偿 改造 我 们 已 经 详细 作 了 介绍 ,不 再 重复 . 
另 一 种 途径 是 利用 已 有 低 阶 单调 数值 流向 量 疡 ,2 和 一 个 高 阶 数值 流向 
量 f2,12 进 行 矫正 
hil = fat + eu» [Fi] = Fag]. (7.41) 
利用 6 的 数值 大 小 和 符号 的 变化 ,鉴别 和 判断 解 的 大 梯度 和 激 波 的 发 展 , 同 
时 控制 反 扩散 的 强度 ,以 达到 适时 的 调节 . 
事实 上 ,三 节点 模板 所 能 够 构造 的 高 阶 数值 流向 量 格 式 , 只 能 达到 一 阶 的 
精度 ,所 以 上 述 的 (7.40 一 7.41) 形 式 必 然 将 节点 模板 扩展 到 五 点 以 上 .例如 ， 
在 第 三 章 中 ,利用 余 项 补偿 方法 得 到 的 (3.43 一 44) 式 ， 
Harten 提出 的 二 阶 TVD HAF SAT — PRB g , 令 数值 流量 为 


hau) = (i + fia — Le (raia) (ut = 4). (7.42) 

其 中 
fix f (wi) + Bah = ait " 
puis i sind. 


[tia a 0, 
0 


[ #10. 


reve 


[9,2] =0, 


a(z)= Tigle) - rz], 
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e(z)-lzl. (7.43) 
在 这 里 引入 了 辅助 通 量 g, = g(xw，) ,uw,,u,,1); 因 而 数值 流向 量 依赖 的 节点 
不 再 是 两 个 ,而 是 四 个 
has = Bm you uu uuu), 
这 就 是 说 格式 的 节点 模板 已 经 扩展 为 (za -az ouo uuu). 
对 于 隐 式 (7.31) ,又 可 以 写 为 


en SU GI) f (ME) = at $F (07 7 (44). 
. (7.44) 
同样 是 流 函 数 的 数值 逼近 , 即 数值 流向 量 的 形式 问题 ,归根 到 底 , 还 是 中 间 格 
点 函数 值 | 4,, 1! 的 重 构 问 题 .特别 是 自 适应 的 数值 流向 量 的 构造 问题 . 
虽然 人 们 常常 追求 高 阶 的 格式 是 成 功 的 ,但 是 一 般 的 方法 也 仅仅 是 在 光 
潜 区 域 才 能 够 达到 ,事实 上 在 间断 附近 这 种 希望 多 半 会 落空 的 . 尤其 对 于 
TVD 格式 而 言 , 有 下 面 的 定理 . 
定理 7.2 所 有 的 TVD 格式 在 应 数 的 极 值 点 附近 要 降 至 一 阶 精 嵌 ， 


7.3 ”限制 函数 或 限制 器 的 简单 讨论 :39'75,223] 


采用 限制 函数 ,进行 数值 方法 的 数值 耗 散 性 和 色散 性 效应 调节 和 控制 ,是 
构造 高 分 辨 率 格 式 ,或 者 无 振荡 格式 的 重要 手段 . 自从 Van Leer 引 人 流 量 限 
制 函 数 得 到 高 分 辩 率 无 振荡 格式 以 来 ,为 实现 数值 耗 散 效应 ,色散 效应 和 数值 
群 速度 效应 的 适时 调节 ,特别 是 保持 方法 的 TVD EUR JE 8 A PE, Eo b en o 
理 的 构造 和 选择 ,以 及 插 人 方式 ,逐渐 成 为 一 个 十 分 瞩目 的 研究 课题 . 

Roe, Chakravarthy 和 Osherl3% ,Sweby[217] 和 Jameson! !?: 等 等 ,他 们 分 别 
对 于 Riemann 问题 的 Roe 型 方法 TVD 和 ENO 方法 和 有 限 体 积 方法 ,以 及 不 
局 的 数值 模拟 问题 ,提出 了 各 种 形式 的 限制 函数 .而 且 , 也 有 大 量 的 文献 主要 
进行 限制 函数 的 性 质 .功能 和 比较 研究 .最 近 十 几 年 来 ,有 关 限 制 函 数 的 文献 
数不胜数 ,仅仅 就 简单 的 单 向 波 模 型 方程 的 分 析 , 读 者 可 以 去 查看 Toro 的 专 
360231 ,那里 就 用 相当 长 的 篇 幅 进 行 了 详细 的 讨论 . 

议 前 面 所 介绍 的 TVD 格式 (7.20~21) 而 言 ,限制 曲 数 的 构造 和 播 人 方 
式 也 可 以 不 尽 相 同 . 

例如 ,对 于 简单 的 模型 方程 (7.10) ,Lax-Wendroff 格式 又 可 以 写成 upwind 
格式 加 上 一 个 所 谓 的 反 扩 散 项 ,事实 上 是 通过 余 项 调节 碱 小 upwind 格式 的 数 
值 耗 散 强 度 


7.3. 限制 函数 或 限制 器 的 简单 讨论 -85> 


ut = ut — c(ut = wti) Ar (uta -2ut + uta). (7.45) 


Sweby 设计 它 的 加 限制 器 格式 为 


WU = u? oelu? 一 二 P - gir, 1) | 
(7.46) 
其 中 M 
rap EE, (1.47) 
2 o ou 
这 种 格式 是 TVD 的 充分 条 件 是 
(r1) 
2 p 53 2 
ics nud gines (7.482) 
如 果 考 虑 到 Courant EAE COS e x1), Bü 
eC) 
= = -= plr, p) [<2 (7.48b) 
又 例如 ,第 六 章 的 MUSCL 格式 (6.16) 式 ,在 a >0 情况 下 ,可 以 取 为 
aT) =at- elat - af.) + adel - (e (8,1 - 9(8,_,)3% 3) 
+ Ardth?, (7.49) 
其 中 
$(07) = max(0,min(1.0,2807 ) , min(2.0,87 ) ), 
ge aa (7.50) 
DNE LIN Ufer uj 


是 所 谓 的 supperbee lmiter, 它 已 经 很 成 功 她 应 用 于 运动 界面 的 追踪 问题 ,而 
且 其 效果 十 分 理想 . 

对 于 Riemann 间断 分 解 问题 的 数值 流向 量 (4.43) ,或 者 Roe HEH BR 
开 形 式 的 数值 流向 量 {5,6). 通 常 是 在 变 差 项 中 插入 限制 函数 .特别 是 后 者 


fa = XU fa 23g 8| s). (7.51) 
k=1 


对 于 一 般 的 守恒 律 问 题 , Sweby 提出 的 TVD 方法 ,其 数值 流向 量 插 入 的 
限制 函数 形式 比较 复杂 


T l n cn 
fi = 天 | + fa 
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-a,,,,(1- ¢(8@)0 - ra in) ) utn WE) (7.52) 


AER RE TVD 的 ,根据 (7.8 一 7.9) 的 要 求 可 以 证 明 限 制 函 数 应 当 满 足 条 
件 


o< (eco) £59 a. (7.53) 


下 面 给 出 一 些 经 常 采用 的 重要 的 限制 函数 ,有 关 的 讨论 和 分 析 可 以 参看 
文献 [30 ,75,223,217] . 


1. Van Leer 限制 函数 


..8*181l 
q(8) = PERI (7.54) 


2. Roe-Sweby 限制 函数 


e(0) = max|0,min(88,1),min(0,0)], 1s 692 (7.55) 
车 $=2, 即 为 前 面 采用 的 比较 平稳 的 supperbee 限制 函数 .在 很 多 分 析 文 献 
中 ,比较 首肯 这 种 形式 .车 5=1, 即 为 Roe 的 minmod 限制 函数 . 


3. Supperbee 或 者 Chakravarthy-Osher 限制 函数 


9(8) = maxi0,min(20,1) , min(0,2) |. (7.56) 
在 一 般 的 TVD 格式 形式 下 ,每 一 种 限制 函数 的 图 形 都 有 其 相应 的 TVD 域 . 
可 以 参见 付 德 燕 的 专著 [75]. 


7.4 JL A iE 


1. 关于 TVB 格式 


Shu 于 1987 4E 8 1E 438384 FF (total variation bounded) 格 式 的 概念 和 思 

197 Bpins& fede B= B(uo(x)) 20, 843 
TV(a")& B, Yn, åt, nat & T, (7.57) 

显然 TVD 格式 必 是 TVB 的 .作者 还 具体 好 指出 如 何 改 造 某 些 已 知 的 二 阶 
TVD 格式 为 TVB 格式 . 

这 种 格式 并 不 要 求 时 间 层 癌变 差 的 不 增 约 东 , 更 着 眼 于 总 体 的 变 差 的 有 
5b ,无 疑 使 格式 的 设计 和 构造 ,以 及 理论 上 的 讨论 变 得 更 简便 和 直接 . 

由 于 本 书 篇 幅 的 限制 ,不 可 能 对 于 限制 函数 的 理论 和 各 种 不 何 的 形式 ,及 
其 插入 方式 做 更 详细 的 讨论 . 
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人 是 ,在 今后 的 有 关 的 章节 ,我 们 还 会 介绍 不 同 的 限制 方式 和 插入 方式 . 

TVD 方法 是 以 高 分 辨 率 的 思想 方法 提出 来 的 ,就 是 说 在 当时 人 们 认为 高 
分 辨 率 ,或 者 说 得 到 数值 解 的 锐利 (sharp)、 下 上 黄 图 象 为 根本 日 标 .但 是 ,事实 
是 :单调 TVD. 限制 耳 数 和 高 分 辨 率 的 设计 思想 ,并 不 能 够 完全 地 包涵 人 们 
对 于 数值 解 的 要 求 . 因为 纵然 能 够 得 到 高 分 辩 率 的 图 形 , 其 中 常常 不 可 避免 存 
在 答 小 的 虚假 振荡 ,何况 含有 囊 很 振荡 的 解 也 算 不 上 是 真正 的 高 分 辨 率 . 

在 第 三 章 里 我 们 已 经 讨论 了 数值 方法 的 数值 耗 散 和 色散 效应 .大 家 知道 ， 
要 求 数值 解 的 高 分 辩 率 的 设计 思想 ,显然 应 当 在 格式 的 设计 尽 可 能 地 减弱 数 
值 耗 散 性 ,甚至 完全 消除 数值 耗 散 效用 .这 样 做 的 结果 ,又 可 能 忽略 了 数值 色 
散 的 群 速度 和 相 速 广 效 用 .而 后 者 就 是 产生 和 隐 合 韦 假 振 水 的 机 制 .因此 ,以 
Harten 为 首 的 数值 数学 家 们 ,在 椒 久 就 注意 和 开始 强调 无 振荡 (non-oscitlato- 
ry ALA RICE BH (essentially non-oscillatory) 的 本 质问 题 .这 将 是 我 们 下 一 章 
所 讨论 的 内 容 . 


2. 关于 格式 的 精度 


直至 现在 ,我 们 所 介绍 的 格式 的 精度 不 会 很 高 ,其 关键 在 于 ,被 用 来 构造 
格式 的 节点 ,或 者 单元 的 模板 是 很 小 的 ,尤其 是 Riemann 问题 方法 .Roe $ h 
量 解 算 子 和 TVYD 类 方法 .因为 它们 所 束 于 构建 的 网 格 节 点 个 数 ,或 者 积分 控 
制 元 个 数 在 2 至 3 个 ,能 够 构造 的 逼近 多 项 式 不 会 超过 2 阶 . MRS RAY 
的 自 适 应 调节 , 警 如 引 人 限 制 函 数 等 等 ,所 以 总 体 精 度 也 只 能 低 于 两 阶 ,即使 
你 使 尽 混 身 解数 , 玩 出 花 儿 来 , 罕 小 的 “舞台 ”也 终究 出 不 了 好 戏 .因此 我 们 不 
可 抱 有 在 此 基础 上 构造 高 阶 格式 的 幻想 . 

为 了 构造 高 阶 精度 的 格式 ,惟有 扩展 节点 模板 ,增加 节点 的 个 数 ,或 者 说 
增加 控制 元 的 范围 即 单元 模板 的 个 数 .但 是 ,又 面临 新 的 凶 盾 ,因为 用 这 样 扩 
展 的 节点 模板 ,构造 的 更 高 阶 晕 近 多 项 式 , 常 常 又 引入 了 新 的 极 值 而 加 强 了 数 
值 解 的 振荡 机 制 ,反而 得 不 偿 失 ， 

既 可 以 扩展 节点 模板 , 义 能 够 尽 可 能 地 减少 引入 数值 解 的 振东 机制, 这 是 
可 能 的 .在 Van Leer 构造 MUSCL 格式 和 Coliela 等 提出 PPM 中 ,我 们 已 经 看 
到 他 们 的 有 效 措施 ,通过 减 小 Newton 插值 允 近 多 项 式 的 各 阶 差 商 模 值 的 幅 
度 ,达到 减弱 振 葛 的 效果 .尤其 是 90 年 代 所 发 展 的 ENO 和 weighted ENO 方 
法 ,更 为 完满 地 解决 了 这 个 困难 . 
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练习 题 


l1. 以 简单 的 单行 波 方程 为 例 ,对 于 它 的 upwind #50 (2.8) Beam-Warming 
格式 (3.9)、MacCormack fit X (3.41) Moretti BY A — 4655 (3.57) ,改写 为 
数值 流量 形式 . 

2. 利用 (7.9) 的 条 件 , 讨 论 单行 波 方程 的 Lax,Lax-Wendroff 格式 是 否 满 足 
TVD 条 件 . 

3. 采用 第 六 章 的 Van Leer 方 法 ,构造 (7.29) 的 数值 流通 量 . 

4. 对 于 激 波 模型 方程 ,给 定 初 值 条 件 :5 和 周期 为 2 的 边 条 件 

u(x,0) = u(x) = 0.25 + 0. 5sin(nx) (1.15) 

采用 (7.32) 和 (7.34) 的 数值 流通 量 , 算 到 T — 1.1. 

S. 利用 方 波 碰 撞 实验 ,对 于 数值 流通 量 插入 不 同 的 限制 函数 ,分 析 它 们 的 不 
同 效 果 . 

6. 对 于 Sod 的 激 波 管 问题 ,采用 Roe 的 方法 ,并 引入 介绍 的 几 种 限制 函数 , 进 
行 数值 试验 .根据 数值 结果 ,分 析 限 制 函数 的 效果 . 


J. ENO 和 weighted ENO 方法 


1986 年 Hartent93] 提 出 了 无 振 划 格式 (aon-oscillatory) 的 概念 和 思想 ,来 
年 ,他 和 Engquist, Osher 和 Chakravathy 等 人 提出 了 本 质 无 振荡 (essentially 
non-oscillatory) 格 式 的 方案 和 方法 [3 ,文献 [97] 完 整 而 系统 地 讨论 和 研究 
了 这 种 方法 的 基本 结构 .步骤 和 理论 .由 于 本 文 开创 性 的 历史 意义 ,1997 FR 
国 举世 闻名 的 J. Comput. Phys. 杂志 为 了 纪念 其 30 周年 而 出 版 的 纪念 文集 
中 ,再 次 重新 发 表 了 全 文 ,Shu 为 此 写 了 专门 的 纪念 文章 (21. 可 以 说 ,ENO 方 
法 的 创立 ,在 守恒 律 方程 (组 ) 的 高 阶 和 高 分 辩 率 数 慎 方 法 的 设计 上 ,找到 了 一 
种 比较 统一 而 有 效 的 途径 . 

ENO 方 法 采用 了 逐次 扩展 的 节点 模板 , 恨 据 各 阶 差 商 的 绝对 值 极 个 选择 
方式 ,提高 插值 方法 精度 而 实现 高 分 辩 率 和 无 振荡 的 效果 .得 是 ,方法 的 实施 
过 程 中 ,有 许多 中 间 计 算 结果 被 可 惜 的 丢弃 不 用 .1994 年 的 文献 [149], 提 出 


T weighted ENO 方案 ,将 这 个 不 足 作 了 弥补 ,因此 得 到 了 更 为 广泛 的 应 
用 1203,205] . 


8.1 一 维 标量 方程 的 ENO 和 weighted ENO 格式 


考虑 一 维 标量 守恒 律 组 
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u,t(f(iu)), 0 x€(a,b),t » 0, (8.1) 

u(z,0) = uw (x) x € [a,b]. (8.2) 
设 网 格 剖 分 为 

a — a} € xri <s € zr b € rd = b, (8.3) 


ÄT L= [r-n pal 单元 中 点 为 rlr -iat tad 2 I AR Axr; 
=a TT -ii 2 12,7 NEM 
Ax = max, Ag,. 
如 同 前 面 对 TVD 方法 的 讨论 那样 ,ENO 或 者 weighted ENO 方法 的 具体 
构造 又 有 两 种 不 同 的 观点 ,其 一 是 积分 平均 型 的 格式 ,或 称 为 有 限 体 积 型 的 
ENO 方 法 ; 另 一 种 是 有 限 差分 型 的 ENO 方法 . 


1, 积分 平均 型 格式 或 者 有 限 体积 型 格式 
将 原 方程 在 区 间 1; 上 积分 ,并 整理 得 
| Cede f CuGsp) - f (ule dt) =0. (8.4) 


定义 函数 u(x,t) 的 单元 平均 值 


R 


» 1 [d 
u(t) = real tos ,t)dx, . (8.5) 
则 有 


Sa, tagl lade D = f GiXz,.1.:2)]- 0, (8.6) 


3X HL BUT FUB EGO F3 [B C. 50 , Br ELS SE T9 38 BS CE F8 7022 (OE 
点 ) 上 的 值 er,i=0,1,…,N. 此 时 有 限 体积 格式 可 写 为 


da + rend (usd) 7 f (a DD] = 0. (8.7) 


假定 局 期 边界 条 件 , 即 假定 在 计算 区 域外 的 数值 解 是 可 以 得 到 的 (这 也 适合 于 
具有 紧 致 支 集 的 问题 ). 对 于 一 致 网 格 放 分 Az, = Az ,我 们 可 以 如 下 构造 单元 
i x E R9 PRÉC : 

(1) 取 定 一 个 模板 . 

例如 可 以 取 包 括 三 个 单元 的 模板 ,例如 S= 1E ns hhe. 

(2) 构 造 一 个 多 项 式 , 设 为 pr) ,使 其 满足 
eel "t plede = B, j=i-l,i,¿+1 (8.8) 


-i 
2 


— I 上 述 摸 板 下 多 项 式 (xz) 是 惟一 确定 的 不 超过 二 次 
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的 多 项 式 . 设 
3 rox, 
p(x) = p(f = ag + a£ + a58.6 — A (8.9) 
现在 的 情况 是 7 了 =i 一 1,i,i+1. 由 (8.8) 式 得 
j7*i- liao- ay + Éa, = ü,. 
: ; 1 " 
jd: ao + 1222 = i-i (8.10) 
j= i+ l:o a, + 5402 = Ve 
解 之 ,可 得 
ay &; 249 Uy al (ma 
4 =u, -72ü,tdü, 1 (8.11) 
(3)4 
tat = bU nu), (8.12) 


得 到 u;11% 的 组 合 表 这 式 和 数值 流通 量 .如 上 述 特 例 情况 下 ,根据 (8.9) 和 和 
(8.10) ,我 们 得 到 


tol = port) = Cay + ar€ + 028°) | a, (8.13) 
代 人 (8.11) 系 数值 , 求 得 组 合 系数 和 数值 流通 量 
“ist =- pu yb LE T Ras 


1 5 í (8.14) 
f Cuist) =f( 6 it 6 Hi + Hei): 
选择 其 他 不 同 的 模板 ,可 得 不 同 的 系数 组 合 . 又 如 选择 模板 S = 
I E5-2,L 4, 1 8,8 
uii = iua zi Ta +g ii, 


由 数值 分 析 可 知 ,如 果 模 板 包含 r 个 单元 , 则 格式 具有 r 阶 有 逼近 精度 , 即 
|", i Ll <= cAr”. 


假定 了 (4) 之 0 ,下面 给 出 几 种 不 同 的 模板 选择 . 

[固定 的 节点 模板 方案 ] 

这 是 单元 模板 或 者 节点 的 模板 预先 给 定 的 情况 .根据 前 面 的 过 程 (8.8~ 
8.14) 同 样 可 以 得 到 以 下 的 结果 . 

(a) 一 单元 的 模板 | 二 1. B 


8.1 一 维 标量 方程 的 ENO 和 weighted ENO 格式 + OL: 
p(x) = 三 ， (pl-1) 
Uim = du. (s1-1) 
TUÉS — BUR EE B5 OD XUI SC 
da + EU (@)- f. (4 1)]=0. (f1-1) 
(b) 两 单元 的 节点 模板 . 
(bl) S = {14.5}. 
pla) = a, + (u, - E11)é, (p2-1) 
ui} =- laa MEL (s2-1) 
此 时 ,二 阶 迎 风格 式 为 
"eias: si yt) ]=0. (12-1) 
(b2) S= Holat, 
plr) = ü; + Cui, u)£, (p2-2) 
uil = la, * la, s (s2-2) 
则 可 得 如 下 中 心 格式 
ix tadf(3e*22)-f(2*22)]2- 9 (22) 
实验 结果 表明 ,格式 (bl1) 会 出 现 少许 振 划 ,而 格式 (b2) 则 会 严重 振荡 . 
(c) 包含 三 个 单元 的 节点 模板 . 
前 而 我 们 刚刚 已 经 构造 过 ,它们 是 
(cl) S= 114-2, 1,-, H1] ,地 uil = Laa Ta- H ua, (s3-1) 
(c2) S= IE5-SLIESi Bl u, 15 -ix. t2gs iua (s3-2) 
(c3) S= HE. IE... I. 2| , Bl uga + Sasian. (s3-3) 


相应 的 多 项 式 p(x)= p(£)7apt ai£ta € Roc P EXCERPT AR) E 


的 值 uL S URREN aR GLA ,不 再 一 一 列 出 . 


在 Shu 的 著名 学 本 报告 [203] 的 表 2-1 中 ,有 直至 7 阶 精度 的 各 种 单元 模 


板 的 表达 形式 ， 
[逐次 扩充 的 节点 模板 方案 


ENO 方法 ] 


对 于 上 述 的 圈定 模板 (fix stencil) 选 择 ,如 果 某 点 x; 包含 在 间断 附近 , 即 
包含 间断 单元 ,数值 结果 会 出 现 振荡 ,在 谱 方法 中 把 这 种 振荡 现象 称 为 Gibbs 
现象 .为 了 克服 这 些 困 难 ,我们 很 自然 地 想到 ,利用 可 调节 模板 (adaptive sten- 
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ci 代替 夯 定 模板 ,尽量 避免 在 所 选择 的 模板 中 包含 间 是 , 则 可 以 有 效 地 抑制 
非 物理 振荡 ,这 就 是 ENO 方法 . 它 是 一 种 具有 高 阶 精度 的 方法 .我们 知道 A 
用 牛顿 差 商 (Newton divided differences) 绝 对 值 的 大 小 ,可 以 判断 单元 内 的 荐 
数 的 光滑 程度 .而 我 们 所 要 的 是 尽 可 能 光滑 的 单元 ,所 以 ,为 了 有 效 地 选择 模 
板 ,我 们 首先 引进 函数 的 和 牛顿 差 商 ,及 其 构成 方法 ， 

对 于 区 间 了 ,函数 平均 值 z 的 零 阶 差 商 为 


olj] = @,, 

一 阶 差 商 为 

alij = sL;*1]-vljl 

alj 了 十 1] = ae > 
k EAA 

ölj, j tha sj + £] = alj 十 1 sm +k ij 
并 且 差 商 具 有 性 质 
"I 
sj elena] = EOD, (8.15) 


FOP 2, aix S.l 
利用 比较 差 商 绝对 值 的 大 小 ,我 们 可 以 进行 模板 选择 ,例如 ,对 每 一 点 
j + 二 ,首先 确定 模板 


S= {L4} (8.16) 
4 sten(j) = 了 ,此 时 格式 只 具有 一 阶 精度 . 若 要 提高 方法 的 精度 ,需要 扩充 模 
板 . 再 扩展 一 个 节点 , 则 模板 S: 有 两 种 选择 ， 


es f5 U iaeoa ， 
YS WS desc 
或 者 说 是 疝 右 ,还 是 向 左 增加 一 点 的 问题 .此 时 需要 利用 比较 左右 斜率 即 差 商 
绝对 值 的 大 小 进行 取舍 .如 时 
alj- 1,11] lali * 11l. (8.18) 
则 增加 单元 Tsen,)-1, 即 
Sz = Si U Hanin- (8.19) 
否则 ,增加 单元 Laus +1, 依 次 类 推 .这 就 是 利用 牛顿 差 高 进行 模板 选择 的 基 
本 思想 . 
我 们 给 出 一 个 通用 的 模板 选择 的 Fortran 子 程序 块 , 令 ub(m i) RRM 
维 数组 ,第 二 个 指标 表示 差 商 的 阶 数 ,is(j;) 表 示 最 左 端 单元 .要 求 和 格式 具有 上 & 
阶 精度 ,在 等 步 长 情况 下 ,不 妨 假设 Az = 1. 


(8.17) 
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do j= -k-*1,N*k 
ub(j,0) = uG) 
enddo 
do i=1,k-1 
do j= -k-*1,N-*k-i 
ub(j,i) = ub(j * 1,i- t) —ubG,i- 1) 
enddo 
enddo 
do j=1,N 
isi) =} 
doi=1,k~-1 
if(abs( ub(is(j) - 1,1)) .lt. abs(ub(is(j),1))) 
is(j) =is(j) - 1 
enddo 
enddo 
已 知 函 数 单元 的 平均 值 , 利 用 ENO 方法 构造 多 至 下 一 1 次 分 段 多 项 式 的 步骤 
如 下 : 


(D 利用 原 函 数 V) = ^ «Ode i 


V(z«i)s x. (é)dé = Y sy. 
-o 4 EM 


x 


或 者 直接 采用 格子 的 平均 值 ,计算 到 的 各 阶 差 商 值 
vijl- ,oj tile vlj,j ti esj +k). 
(2) 由 函数 平均 值 a 的 一 点 模板 S1(i)= LEGES, BIER F GR C 
V(xz) 的 两 节点 模板 S, C) m Tope]. 
(3) 对 1=2,3,…, 大 ,假定 已 知 SG) = [sl] .扩展 节点 模 


2 
板 有 两 种 可 能 , 即 是 左 插入 点 2, 3, 或 是 向 右 插入 点 zor} ARE 
绝对 值 大 小 进行 取 会 的 方法 判定 .选择 扩展 的 节点 模板 
(4) 根据 最 终 模板 ,利用 Lagrange 形式 或 牛顿 形式 求 得 在 单元 I LES 


k- 1 次 多 项 式 ,进而 得 到 边界 点 处 的 近似值 xi = Gn uS 


E 
2 


pi, 9. 


WE RRS f (820. FRA f Cu) ETE XE ORCI MRED 
法 .对 于 我 们 所 讨论 的 守恒 律 组 的 积分 形式 (8.6) ,我 们 有 如 下 的 守恒 格式 
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gat aio peit) PC 4) = 0, (8.20) 
flu? ,u ) 为 ENO FEY RB LE: 
Ci) f, M Lipschitz 连续 的 ， 
(ii) BAMA (consistency), W flu,u)=flu). 
Cl) 具有 单调 性 F( 丰 ,4 ), 即 对 第 一 个 变量 非 减 , 第 二 个 变量 非 增 ， 


2. ARR TH 


前 面 讨论 的 出 发 点 是 已 知 准确 初 信 的 平均 值 ,而 后 在 积分 乎 均 欧 意义 上 
进行 的 讨论 .如 果 像 一 般 差分 方法 那样 ,已 知 的 初 值 是 在 单元 格 点 上 的 值 时 ， 
我 们 可 以 设计 的 是 有 限 差分 型 格式 . 

设 网 格 步 长 为 Az, 记 函数 在 网 格 节点 上 的 值 为 a, = u(x;,i), 此 时 格式 
为 


out dfi- h i]-0. (8.21) 
方 + 上 为 数值 流通 量 ,使 得 格式 具有 r 险 精 度 , 即 


ac Uo 7 4 i] GC (0)) | + OCAz?). (8.22) 


4 


如 果 我 们 找到 可 能 依赖 于 网 格 步 长 Ax 的 函数 h(x ), 使 得 
Few 
Ef Lose = FG 0)3:0 (i ); Pec 
2 
则 可 取 f. = &(*.1).R 
f(uaz,t)), FI = a [a (#i4)- h(;-4)]+ O(Axr' ). 


(8.24) 
下 面 讨论 如 何 求 满足 上 述 条 件 的 函数 h(x) .很 容易 看 出 ,西数 (xz) 的 
PHEA à = f (o) OR CE OU D LI, He | AG D ,此 时 就 可 
以 利用 我 们 在 前 面 有 限 体积 格式 中 讨论 的 重 构 技 巧 .由 此 可 进一步 进行 ENO 
格式 的 构造 . 
有 限 体 积 格式 不 要 求 网 格 一 定 是 一 致 的 ,而 有 限 差分 方法 只 能 适用 于 均 
匀 网 格 或 光滑 网 格 . 有 限 差分 格式 和 有 限 体积 格式 对 一 维 线性 PDE 问题 是 相 
近 的 ,惟一 的 不 同 是 它们 的 初始 条 件 不 同 ,有 限 体积 方法 是 利用 的 准确 初 信 的 
单元 平均 值 , 而 有 限 差分 格式 则 是 利用 准确 初 值 的 节点 值 .当然 格式 仍然 是 非 
线性 的 ,然而 ,这 些 相似 之 处 对 非 线性 PDE 问题 是 不 成 立 的 、 
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3. weighted ENO 方法 


WENO 方法 是 在 ENO 方法 的 基础 上 发 展 起 来 的 .从 前 面 的 讨论 可 以 看 
出 ,ENO 方法 是 高 精度 的 方法 . 它 通过 比较 差 商 的 绝对 值 的 大 小 自 适 应 地 选 
择 模 板 , 对 于 这 种 重 构 方法 ,还 有 很 多 地 方 有 待 改进 :譬如 , 解 及 其 导数 在 零点 
附近 产生 的 含 人 误差 可 能 会 改变 模板 的 选择 ;由 于 在 相 临 点 处 模板 的 改变 , 导 
致 数值 流通 量 不 光滑 ;在 进行 模板 选择 时 ,为 了 得 到 & 阶 精 度 的 格式 ,需要 上 
个 单元 ,总 体 禾 盖 了 2k - 1 个 单元 .但 是 ,仅仅 只 有 一 种 形式 的 模板 被 使 用 ， 
其 为 浪费 .如 果 覆 盖 的 2& — 1 个 单元 都 被 利用 , 则 在 光滑 区 域 可 得 到 2k -1 
阶 精度 ;ENO 模板 选择 程序 包含 很 多 “如 果 ” 型 结构 ,这 在 真正 的 使 用 中 并 不 
是 很 有 效 . 
weighted ENO 方法 以 ENO 方法 为 基础 ,并 消除 了 上 面 几 点 不 足 .其 主要 
思想 是 :不 是 选择 其 中 一 种 模板 ,而 是 利用 所 谓 模 板 的 凸 组 合 .具体 来 讲 ,假定 
个 参 选 的 模板 为 
SG) = Iustus r=0,%,k-1, (8.25) 
可 以 得 到 求 wx, ,二 的 k TAR MAR 
n 
2 
WENO 格式 是 利用 所 有 u HE OP BEA ,来 计算 Gn D: 
uist = iw (8.27) 
并 且 为 了 满足 稳定 性 各 相 容 性 ,要 求 


( 
ti 


k-i 
= Se eee K -0,,k-l. (8.26) 
s=0 


w, 20, J w,=1. (8.28) 
it — DR OE u(z) 在 所 有 的 模板 中 是 光滑 函数 , 则 存在 常数 d, ,使 得 
un] = Sa = uxtl) + OAzzt t). (8.29) 
例如 k=1 时 ,do=1; 
k-28,do7 2,4, 72; (8.30) 
& 238. doo Sd iudei. (8.31) 


很 容易 看 出 ,由 于 相 容 性 , 且 Ya, = 1 
在 光滑 情形 ,我们 有 
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w, = d, + O(Ar*'), r- 0, k-1, (8.32) 
这 蕴涵 着 2k - 1 阶 精度 
zz Siu: wid = uz, 1) + O(Az75), (8.33) 
这 是 因为 
wal - 24a |= XQ. = d, )(* usi aCe, i 
r-0 +0 T 


= Moa DO(A) = O(Axz?* S. 


WENO 格式 中 ， 权 函 数 应 该 ZEE ,并且 当 模板 包含 间断 时 ,w MARA 
0. 为 了 计算 有 效 , 我 们 可 以 利用 如 下 形式 的 权 
ae) Bee =a... ete 
M Grey A809 
这 里 =>0 的 引入 是 为 了 避免 分 母 为 零 ,可 以 取 se=10 ,8. 称 做 “光滑 因子 ” 
假设 模板 S,(i) 上 的 重 构 多 项 式 为 p,(x), 则 通过 广泛 的 实验 验证 ,我 们 可 以 
如 下 选择 £: 


w, = 


B = H MC m (224) dz (8.35) 
例如 , 当 &=2 时 , Bo = (i Y, Bio (i ra. (8.36) 
4k=3 AY, 
Bo = D (i - 2i + Bega)? + l9, Ama tui), 
B CR -28, 十 Wr) + L(a - fix)", (8.37) 
Bo = Bua-2ua suy ela chm Su. 


8.2 ESI RA Runge-Kutta 7; 29?! 
1. Runge-Kutta 型 对 间 离 散 格 式 


迄今 为 止 ,我 们 只 考虑 了 空间 离散 .现在 进一步 考虑 时 间 离 散 方法 .时 间 
离散 格式 是 为 了 逐 时 间 层 求解 前 面 空间 离散 的 方程 ,诸如 式 (8.6)(8.7) 等 ,所 
得 出 的 具有 初 值 的 常 微分 方程 组 问题 : 

u, = L(u), (8.38) 
HLGOR-f (u), gr. 


8.2 时 间 离 散 和 Runge-Kutca 方法 :97- 


首先 我 们 考虑 简单 的 Euler 前 差 : 
u^*! = y^ + Ath Cu"), (8.39) 
它 在 一 定 模 意义 下 是 稳定 的 ,如 果 有 某 个 合理 的 时 间 步 长 约束 , 即 ASA, 
则 有 
IO + AL CVE Jel, 
这 里 的 模 可 以 取 为 总 变 差 ,因此 又 可 以 称 做 TVD 时 间 离 散 . 我 们 更 主要 的 是 
讨论 TVD Runge-Kutta 型 的 时 间 离 散 格 式 


eT 
ut? = SS aye + At Bab Cu? )), ij-]l.u.m 
i-o (8.40) 


u O = w^, "I = PLE 


显然 ,如果 系 数 0,20, Bi 之 0, 则 上 面 的 时 间 离 散 格 式 恰好 是 Euler BILE BU s 
组 合 , 且 


Mag €. (8.41) 
PUES At Fi Ate. 
ful? [= fr + de Boba ESAE 


进一步 , m2 Arscar Et Ar Ate 时 ’ 由 于 ao + a2, =1 ,有 
20 


Yu? | = | awl + At B3o7a20L) 4' + a (I t dt B Za Lou? | 
ago (1+ At Boaz L) 4 | + az || (1+ At Parez Lu | 
Sar | u™ | tan | u” | 
xajlu 9] tanta l=laI, 
xt— 3 n] AES Ja" 1 E c] un |, BEA 
引 理 8.1 Runge-Kutta Ef [E] EE CA 35 (8.40)J& TVD 的 ,如果 


aa 220,84 22 0, RM c = ming 和 At < cAto (8.42) 
te tk 


(c 称 为 高 阶 时 间 离 散 的 CFL 系数 ). 
例如 ,最 优 的 二 阶 TVD Runge-Kutta 格式 (CFL 数 为 1); 
uO = u" + ArL(u"), 


utt = Iv E lo 十 T 6L Cu). 


最 优 的 三 阶 TVD Runge-Kutta &5X (CFL 数 为 1): 
u P = ut + Are Cu"), 


(8.43) 


NEN $n " fu + Laau), 
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unm ie + 2.0 d S AL Cu), (8.44) 


定理 8.1 不 存在 4 步 4 阶 TVD Runge Kutta 格式 ,使 得 aa 20, 8,270. 

所 以 在 实际 计算 时 ,如 果 用 到 4 阶 方法 ,我们 必须 考虑 a 270, m Bi 有 可 
能 为 负 的 情形 .为 此 ,引进 革 的 共 轿 算 子 二 ,使 得 

ut) = u" — Are (u"). 
对 于 双 曲 守恒 律 组 ,可 以 通过 求解 方程 
u, = f (u), 
来 得 到 . 例如 对 偏 微分 方程 x, + xz =0， 
Llu) = - Lu) = - n, 

即 从 数值 角度 讲 , 它 们 惟一 的 不 同 是 风向 的 不 同 BRL AL 的 计算 量 是 相 
同 的 .可 以 说 

O) LAL 是 下 近 同 一 个 两 数 的 空间 微分 算 子 ， 

(2) L 是 Euler ARE, BPI CP t+ Arb) (a) Il<ilu fl. 

(3) L 是 Ewer RARE, BI (CL add LE nw ll. 

引 理 8.2 MF «4220, HRY 有 为 负 时 ,用 算 子 工 代替 工 , 在 CFL 条 
件 At 和 caAto 下 ,其 中 


c= min Teal (8.45) 
eH (8.40)2 TVD 的 . 
例如 ,四 阶 TVD Runge-Kutta 时 间 离 散 格 式 为 


uU =u” + Lailu"), 


Q0) = 649 , (0) _ 10890423 


71600"  - 25193600^! Cu") 
951 on , 5000 T 
+ 1600* + 7g AL (ul), 


(» _ 53989 , 102261 4806213 5 


Ath (GO) + 


~ 2500000" ~ 5000000 20000000 “ (8.46) 
5121 ay, 23619 u 7873 (2) 
E us E(u )+ $5999" ^ + 19999 tL C47. 


6127 (0 4. E AL (a) 


aital n i. n 
ut =ou t1 LAL (u )+ 30000 6 


+ .7873 co, 
* 30000" 3 


我 们 可 以 看 到 ,对 上 述 格式 , 工 HRT=]NK, HF HB k, L (Cu) A 


uO 十 Lail (aO Jz 
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Ciuc ) 都 必须 计算 ,计算 量 和 存储 量 都 变 为 二 倍 . 因 此 ,我 们 应 尽量 避免 负 
的 出 现 . 

通过 数值 实验 结果 表明 ,利用 TVD Runge-Kutta 时 间 离 散 , 对 求解 双 曲 
问题 是 卓有成效 的 , 它 不 但 保证 在 每 一 时 间 离 散 中 间 步 ,格式 是 TVD 的 ,而 
且 有 效 地 抑制 了 振荡 . 


2. TVD 多 步 方法 


TVD 多 步 方法 和 前 面 介绍 的 TVD Runge-Kutta 方法 类 似 , 一 般 的 多 步 方 
法 的 格式 为 


unl = N 1 (au" + Atf L Cu" ty, (8.47) 


这 里 2220,80, H Dia, = OARE) ËA < Aro 时 ,格式 是 非 线性 稳 
定 的 ,这 是 因为 
Len Ya, A HN Sahar NS gne 


5| 38 8.3 TVD 多 步 方 法 {8.47), 当 a,220, 8,220, H cAtSAty,c = 


Bi 


u” ` + at 
a; 


a 


min PLE TVD 的 . 


B 
Aa, —2b(& 22) Zi TVD 格式 为 
"m ian + SAIL (ut) + Ly, CFL «0.5, (8.48) 


它 和 二 阶 TVD Runge-Kutta 方法 具有 相同 的 模拟 效果 ,但 是 需要 的 存储 重 增 
大 了 ,而 且 存 在 着 如 何 求解 初 值 ul,u? 的 问题 ， 

五 步 (k=4) 三 阶 TVD 格式 为 

atl Bur 5 a 
CFL <0.5, 

它 比 三 阶 TVD Runge-Kutta 方法 的 模拟 效果 要 好 ,但 问题 仍 是 需要 的 存储 量 

很 大 ,而且 起 步 初 值 sl u’, u’, ut 还 存在 着 需要 解决 的 困难 ， 

对 于 多 步 方 法 ,我 们 仍然 没 能 找到 满足 引 理 条 件 的 四 阶 以 上 的 方法 ,和 
TVD Runge-Kutta 方法 中 四 阶 以 上 问题 的 讨论 一 样 ,为 了 放宽 条 件 B 220, Fe 
SAHARA TL. 

引 理 8.4. YE Eb E EC 47) P2250, 24 8, «0 fL AMAT L 


代替 算 于 工 , 且 cAcCAt EP c= min IPLE TVD 的 . 


n xp: n-á EI n-4 
AtL(u*) + zt gtl Cu )， (8.49) 


u 


* 100 ， SAB ENO 和 weighted ENO 方法 


例如 ,六 步 四 阶 多 步 方 法 的 格式 为 


ntl _ 747 n 237 n 81 n-4 
47". = 1589" + jagAtL CY + asg” 
165 


+ pg hil Cu* ^) + iat - $a (u"), CFL < 0.245. 
8.3 二 维 标量 方程 的 ENO 和 WENO 方法 
考虑 具有 适当 的 初 边 值 条 件 的 二 维 标 量 方程 


u, + f (u), * g(u), = O, (8.50) 
定义 区 域 为 La 6] x [c,d], 剖 分 单元 为 


a 二 了 < 了 3 < zy -] € xw i = 6, 
Cops e < yy 1 € yy yl d 
2 + 3 
网 格 中 心 点 为 
1 1 
(aimee = v(51tt4) oy = yg tet): 
仍 记 相应 的 网 格 步 长 为 
An = 本 
进一步 定义 
BE Ie, Atie i DEN, Ay, A= max(Ar,Ay). 


ia AUR 方向 的 单元 平均 值 算 子 , 立 表示 y 方向 的 单元 平均 算 子 
uc iz TS ads i= E P^ dy, 


nj 


1. 有 限 体积 方法 


已 知 单元 平均 值 二 :1<i 生 No,TSJsN | ,构造 函数 ulr y EATA 
界 点 上 的 近似 值 . 即 在 单元 I; 上, 求 多 至 -1 次 多 项 式 p, (x,y), 使 得 它 在 
单元 LARBAK ulr, y): 


r ow LT 
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By x.) = u(r,y) + OCA‘). 
特别 可 进一步 求 出 函数 u(x ,3) 在 单元 边界 的 逼近 值 


uni y5 by Cz, y), ul iy = p(z. p». i-1V—.N, 
je 
nebÜUPGexu wT, 1 = Ou) je LZ Ny, 
T} SEST 
HAA 阶 精度 
nA, = UCT, Ly) t Olat), i-212,,N,, $i € s 
MI d - AEREA i* Olat), j= 1,2,7,N,. x LSS tnl 
Set FB IS e ,我 们 利用 一 维 多 项 式 的 张 量 积 , 即 利用 多 项 式 
pla,y) = 5 Sapra”, 


m=0 1=0 
类 似 一 维 情形 进行 构造 .但 是 ,这 种 二 维 情 形 的 构造 方法 计算 量 是 很 高 的 ,但 
是 它 优 于 有 限 差分 方法 ,适用 于 非 正 交 网 格 . 


2. BRAM ENO 和 WENO 方法 
对 方程 (8.50) 在 单元 1, 上 积分 ,可 得 


,| og std = Pp ula, gy O1 


i 
Ae 
"d 
1- 


EROAAN 


E 


te (Gray js - 区 


ad 

2 
$5 
2 


"m Rl 


g (ux, i pO) = = 90. 


oti + ae [fede 7 Au] ree +4 - 8, /了 | = 0, (8.51) 


这 里 仍然 不 考虑 边界 条 件 .假定 计算 区 域 以 外 数值 解 的 值 是 可 以 得 到 的 ,如 周 
期 边界 条 件 或 紧 致 问题 . 


利用 如 下 定义 的 数值 流通 量 
fury OCDE uit yaga) (8.52a) 
g; att = Dw (a, ,* BAe a+} ,ax ra geh)” (8.52b) 


分 别 近 似 求解 y 方向 和 < 方向 的 积分 
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ra 了 t))dy, + fiae, Yje 1s) )d7 
其 中 A, Aw, 是 高 斯 积分 公式 中 出 现 的 高 斯 积分 点 和 相应 的 权 . za ay 和 
tee EAA k bt ENO 和 WENO 的 重 构 方 法 得 到 的 、 

我 们 前 面 所 讨论 的 都 是 矩形 网 格 .其 实 对 于 所 谓 Delaunay 三 角形 网 格 的 
情况 同样 可 以 采用 .可 以 参见 文献 [32,209]. 


3. 有 限 差 分 ENO 和 WENO 方法 


E SE PRÉC ua, y EI 
uy = uri), i12, Ne jo12,",N, 

这 时 的 构造 方法 类 似 一 维 一 祥 简 单 .事实 上 ,对 固定 的 了 ,我 们 令 w(xz)= 
u (xy) 8l u, (xy) = w (xz), 则 可 利用 一 维 的 构造 方法 构造 函数 
wkz). 类 伏地 可 讨论 wu,(xz,y) 的 逼近 方法 . 

这 里 假定 网 格 是 一 致 的 ,利用 守恒 形式 通 近 空间 导数 

SAM a [feda fedus Aso - Biy-4 = 0, (8.53) 

其 中 u BAA un iy, OB. 

iE), vCr) =f QuGx yi) 则 可 以 利用 一 维 ENO fI WENO 的 
重 构 方 法 得 到 数值 流通 量 六 ,2 同样 固定 i9 (9) = gCuGz y 02 UI 
用 一 维 ENO 和 WENO 的 重 构 方 法 得 到 数值 流通 量 &， b 

注意 ,所 有 前 面 讨论 的 关于 一 维 的 方法 ,如 ENO-Roe TTC. 
法 等 在 这 里 都 可 以 逐 维 应 用 .如 果 有 可 能 ,我 们 提倡 利用 有 限 差分 形式 的 
ENO 和 WENO 方法 求解 二 维和 高 维 问题 . 


8.4 方程 组 问题 
1. 一 维 方程 组 
这 里 考虑 双 曲 方程 组 
U, + (U), = 0, (8.54) 
其 中 
uy | flys tars ste) | 
U- ji , ye Salainn men) (8.55) 


ps fa (uisuast sta) 
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X Jacobi HIF ACU) = f (UA mm 个 实 的 特征 值 
Alu) X Ag) Sv SA, (wv) 
和 一 个 完备 的 特征 向 量 集 
riCul,ri(u), ru Cu). 
定义 矩阵 
Rou) = (rife) role) yr Cu). Ralf Ca) RCu) = Alu), 
其 中 4 EREHE RRIS f E.R LG Cu BRE FF COMA, 
R (Qu)  (hGO dalu), sla Cu) ) a Ae RE h HR RR . 
(1) 有 限 体 积 逐 元 素 分 析 的 ENO 和 WENO 格式 
基于 有 限 体积 格式 ,ENO 和 WENO 重 构 方法 的 步骤 如 下 ; 
a. 对 于 向 量 函 数 w 中 的 每 一 元 素 ,已 知 单元 平均 值 , 利 用 标量 方程 的 
ENO 和 WENO 方法 重 构 相 应 元 素 在 单元 交界 处 的 值 
b. 对 于 每 一 个 i ,利用 准确 的 或 近似 的 Riemann 解 算 子 计算 数值 流通 量 
foa 
c. 建立 近似 数值 格式 
du, (t ; 
EA eas i) 
(2) 有 限 差分 逐 元 素 分 析 的 ENO 和 WENO 格式 
a. 进行 数值 流通 量 的 分 裂 , 最 简单 的 如 Lax-Friedrichs 流通 量 的 分 到 ,这 
BATERA a 7 max max | G0. 
b. 对 于 解 向 量 中 的 每 一 元 素 ,利用 适用 于 标 景 方程 的 方法 构造 数值 流通 
量 $5 172" 
c. 建立 近似 数值 格式 
du, tt i1 Rf 
dm = he (fd Fi-}). 
上 述 方法 ,数值 格式 简单 ,对 很 多 问题 计算 有 效 , 特 别 是 对 精度 要 求 不 是 
很 高 的 问题 比较 适宜 .但 是 ,对 于 很 多 高 阶 或 是 要 求 比较 苛刻 的 问题 ,特征 化 
分 解 方法 则 更 为 有 效 ( 见 第 四 章 ). 
首先 考虑 线性 情形 , 即 f(w)= Au WR A BERS, oR u, Ml 
原 方程 可 写 为 


v, + Av, = 0. 
BD Im 7; BE RRR A m 个 互相 独立 的 方程 
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(vn )， * Amn ca 0. 
这 时 可 以 利用 对 标量 方程 适用 的 方法 来 构造 逼近 和 多项式 ,假设 对 第 ; 变量 ,我 
们 构造 多 项 式 g (xz), 则 有 
atx) 
EM me 
Qm Cr) 
并 利用 px) = Rao(z) 返 回 原 物理 空间 . 
当 了 (wu) 不 是 常数 时 ,我 们 可 以 利用 局 部 冻结 系数 的 方法 ,或 者 采用 Roe 
方法 进行 . 
(3) 有 限 体 积 特征 分 解 方法 的 ENO M WENO 格式 
a. 对 所 有 的 i ,计算 单元 乎 均值 a 的 差 商 . 
b. 在 点 x, 处 ,方法 如 下 进行: 
i ) 利用 简单 的 算术 平均 或 是 Roe 平均 计算 平均 值 ule 


i) 计算 矩阵 f Cu, LUNAR ,左右 特征 向 量 , 记 为 


R = R(u, 1), R = RÜG,,4), A = Alu. 1). 


2 
li) 把 a 中 计算 出 的 ,并 在 ENO 和 WENO 模板 选择 重 构 中 利用 到 的 值 
投影 到 局 部 特征 空间 ,如 =R ay 
IVO). 对 于 特征 空间 上 的 变量 o 中 的 每 一 元 素 利 用 标量 ENO #1 WENO 
的 重 构 方 法 得 到 相应 的 v2. 
V 把 所 得 到 的 解 转换 到 物理 空间 ,这 可 以 通过 wt, Rv RE 
现 . 


c. 利用 准确 或 近似 的 Riemann 解 计算 数值 流通 量 了 ， ,并 形成 数值 格式 


di ) f£ 一 ra 
ES m az Und ^4). 


(4) 有 限 差分 特征 分 解 方法 的 ENO 和 WENO-Roe 格式 
a. 计算 f(w) 的 差 商 . 

b. 在 点 s, ,处 ,方法 如 下 进行 : 

|) 简单 的 算术 平均 或 是 Roe 平均 计算 平均 值 u,,， ，， 

i ) 计算 矩阵 / (v, ) 的 特征 值 ,左右 特征 向 量 , 记 为 
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R-R("4i), R = Re A -A(*4). 

ii) 把 i 中 计算 出 的 ,并 在 ENO 和 WENO 模板 选择 重 构 中 利用 到 的 
值 投影 到 局 部 特征 空间 ,如 v, = R^! f (uj). 

iV) 对 于 特征 空间 上 的 变量 o 中 的 每 一 元 素 利 用 标量 ENO A WENO 
的 重 构 方法 得 到 相应 的 v,, F o 的 第 i 个 变量 ,利用 特征 值 来 代替 Roe 
速度 Gs. 

v) 把 所 得 到 的 解 转 换 到 物理 空间 ,这 可 以 通过 式 产 ,2 = Ro, ,1 来 实 
现 . 

c. 形成 数值 格式 

"iD each s i) 

(5) 有 限 差分 特征 分 解 方 法 的 算 子 分 裂 

a 计算 f(x) u 的 差 商 . 

b. 在 点 z ,1 处 ,方法 如 下 进行 : 

i ) 利用 简单 的 算术 平均 或 是 Roe 平 均 计算 平均 值 vs 

|) 计算 矩阵 F (v. ) 的 特征 值 ,左右 特征 向 量 , 记 为 

R= R(t§), R= R (u1), A = A(t). 

ii) 把 |) 中 计算 出 的 ,并 为 了 得 到 数值 流通 量 f, ME ENO 和 

WENO 模板 选择 重 构 中 利用 到 的 值 投影 到 局 部 特征 空间 ,如 
vy = Ru, g = R'!f (u,). 

iv) 对 于 特 征 空间 上 的 变量 o 中 的 每 一 元 素 利 用 ENO 和 WENO 的 算 
子 分 裂 方 法 得 到 gi AUT v ORI 个 变量 ,利用 最 常用 的 算 子 分 裂 方法 ， 
JE RT b PER CA 


| a = max Ai). 
v ) 把 所 得 到 的 值 转 换 到 物理 空间 ,这 可 以 通过 式 PH, = REL, 
实现 . 
c. 构造 数值 流通 量 了 ,= Fount 了 ,1 形成 数值 格式 


du:({t) T. 
人 Fd). 


2. 二 维 方程 组 的 ENO 和 WENO 方法 


对 于 守恒 型 二 维 方程 组 
U, + f(U), + g(U), = 0. 
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对 任意 的 实数 & 和 6 ERE Sf Cu) t £g (ww) 有 m 个 实 的 特征 值 和 一 个 
完备 的 特征 向 重组 .计算 沿 单元 边界 的 数值 流通 量 时 ,边界 的 法 向 利用 一 维 局 
部 特征 分 解 方法 ,同时 ,单调 数值 流通 量 也 用 一 维 准确 或 近似 的 Riemann 解 
代替 ,这 样 前 面 的 讨论 对 二 维 方程 组 同样 适用 . 


练习 题 


1. 


to 


具有 周期 边界 条 件 的 方程 u, + xx =0, 初 值 分 别 取 u (2,0) = sin2rz 和 
u(xz,0)=z，xE[0,11, 利 用 前 面 给 出 的 固定 ENO 节点 方案 格式 (a)， 
(bl) 和 (b2) 分 别 计算 这 两 个 问题 的 数值 解 ,网 格 训 分 点 数 分 别 取 N = 10， 
20 ,40 ,80,160, 时 间 离散 采用 至 少 二 阶 精度 的 离散 格式 ,A = 0.5, 计 算 时 
间 上 =2， 


. 利用 五 阶 WENO 格式 和 三 阶 TVD Runge-Kutta 时 间 离 散 格式 求解 方程 


u,+ u, = 0, 


其 中 CFL-0.6,34 CFL- O (Az? } 时 ,给 出 格式 的 精度 分 析 . 


. 利用 有 限 体积 方法 二 阶 ENO 格式 求解 方程 u, + xz =0. 
, 利用 5 阶 有 限 差分 WENO 方法 求解 具有 周期 边界 条 件 的 方程 utu, + 


u, 二 0, 初 值 分 别 为 u(xz,y,0)=sin(2r(z+y)) 和 w(x,y,0)= 二 z+y, 其 
中 0<x <1,0<y <1. 


四 、 有 限 体积 法 篇 


20 世纪 80 FEAR VASE ,一 种 强 有 力 的 数值 解 微分 方程 问题 ,特别 是 流体 动 
力学 问题 的 方法 ,有 限 体 积 法 (finite volume methods, W ø FVM) 得 到 迅速 
的 发 展 和 应 用 . 它 如 有 限 差 分 方法 《finite difference methods, 简称 FDM) 和 
有 限 元 方法 (finite element methods, 简称 FEM) 那样 也 得 到 广泛 的 关注 和 研 
究 .特别 是 近 十 多 年 来 ,对 于 许多 复杂 的 几何 域 的 实际 问题 的 数值 计算 和 数值 
模拟 ,有 限 体 积 法 显示 了 它 独特 的 效果 ,开创 了 前 所 未 有 的 美妙 前 景 . 

众所周知 ,FDM 简便 易 行 .格式 和 离散 方案 丰富 多 采 , 求 解 变量 设置 随 
意 . 可 是 它 对 求解 的 几何 域 的 适应 性 很 差 .FEM 基于 弦 解 和 变 分 形式 ,采用 单 
元 土 的 插值 逼近 .单元 剖 分 的 灵活 性 一 定 程度 土 保证 了 对 解 域 的 适应 性 问题 ， 
但 是 它 对 间断 解 问题 的 处 理 能 力 受 到 限制 , 远 没 有 前 者 的 灵活 和 效能 .FVM 
在 一 定 的 程度 土 吸收 了 以 上 两 类 方法 的 长 处 ,同时 又 克服 了 前 者 的 弱点 , 首 
先 , 它 一 般 从 积分 守恒 形式 出 发 ,采用 单元 前 分 ,选择 控制 元 离散 .一 般 在 控制 
元 上 取 为 常数 世 近 ,形成 间断 解 的 Riemann 问题 .这 样 既 保证 了 对 复杂 几何 
解 域 的 适应 性 ,又 能 直接 和 充分 地 利用 有 限 差 分 法 的 许多 格式 和 概念 ,尤其 适 
应 间断 解 的 计算 和 模拟 .因而 在 近代 发 展 的 高 分 辩 率 方法 ,例如 ENO, weight- 
ed ENO 和 间断 Galerkin 等 方法 ,与 Roe 方法 相 结合 形成 数值 流向 量 的 FVM 
型 的 重 构 方案 . 

事实 上 ,时 在 20 世纪 60 年 代 , Los Almos 的 Harlow 等 人 所 提出 的 
MAC", FLIC, PIC 和 ALE 方 法 [2 就 是 有 限 体积 法 的 钦 形 .70 年 代 , Mc- 
Donald, MacCormack, Paullay 和 Patankar 等 人 可 以 说 是 有 限 体积 法 的 先驱 
和 开拓 者 {参见 文献 [220 ,231,172]). 

80 年 代 以 来 ,由 于 自 适 应 网 格 、 结 构 和 非 结 构 网 格 技术 的 发 展 ,有 限 体积 
法 得 到 了 更 长 足 的 进步 .有 限 体 积 法 的 研究 和 应 用 已 经 取得 了 很 大 的 成 功 , 也 
就 是 说 ,不 仅 在 方法 的 设计 和 构造 上 ,在 处 理 大 变形 、 激 波 和 各 种 复杂 流体 动 
力学 问题 的 能 力 , 以 及 在 方法 的 精度 和 收敛 性 的 理论 研究 方面 等 ,都 已 经 有 了 
实质 的 进展 .特别 是 利用 它 所 数值 模拟 的 许多 漂亮 的 结果 ,更 为 生动 地 展现 了 
它 的 独特 魅力 . 

本 章 的 目的 在 于 :实用 地 ,简洁 地 介绍 非 结构 网 格 的 生成 和 发 展 ,有 限 体 
积 法 的 基本 概念 .思想 .特点 和 构造 ,综述 和 评介 现在 的 发 展 和 应 用 .最 后 给 出 
我 们 的 数值 算 例 ， 
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在 今天 看 起 来 ,网 格 生 成 问题 已 经 不 仅仅 是 有 限 莽 分 格式 的 网 格 剖 分 ,有 
限 元 方法 的 有 限 单元 的 剖 分 ,有 限 体 积 法 的 网 格 生 成 问题 ,而 且 , 它 也 是 计算 
机 辅助 几何 设计 (CAGD) 和 计算 机 辅助 工程 设计 (CAED) 的 重要 课题 .对 于 计 
算 流体 力学 ,或 者 微分 方程 的 数值 解 方法 来 说 , 它 已 经 成 为 日 益 明 显 的 重要 组 
RBBB?) ,为 什么 会 是 这 样 呢 ? 原因 有 两 点 :其 一 ,网 格 生成 的 质量 和 效果 ， 
警 如 它 对 解 域 几 何 复杂 性 、 边 界 条 件 的 适应 能 力 和 通 近 程度 , 它 对 全 域 和 局 部 
区 域 的 网 格 重 分 的 可 能 性 和 编程 的 简易 程度 , 它 所 生成 的 数据 的 自动 化 和 知 
能 化 程度 等 ,是 直接 关系 到 数值 模拟 和 数值 结果 的 好 坏 ,在 一 定 程度 上 是 关键 
因素 .其 二 ,网 格 生成 的 任务 和 工作 量 常常 是 占据 总 工作 量 的 相当 大 的 部 分 ， 
有 时 可 能 是 极 大 部 分 ,甚至 80% 一 90% .所 以 对 于 复杂 的 几何 形状 的 流 场 的 
计算 和 数值 模拟 ,其 中 网 格 生 成 实际 上 成 了 所 谓 的 “瓶颈 "问题 .因而 ,网 格 的 
自动 生成 和 所 谓 的 自 适 应 问题 ,已 经 是 数值 方法 、 计 算 机 图 形 学 ,CAD 和 
CAM 等 的 共同 重要 任务 . 

结构 网 格 和 非 结 构 网 格 的 区 别 在 于 网 格 的 几何 特征 , 壁 如 :单元 .单元 节 
点 .边线 和 中 心 的 相互 关系 是 否 有 序 , 并 且 与 它们 的 数据 构成 、 排 列 是 否 具有 
对 应 性 .有 结构 网 格 已 经 有 久远 的 历史 ,在 我 们 的 《计算 流体 动力 学 ?一 书 中 也 
有 简单 的 介绍 .例如 :初等 函数 和 插值 方法 ,代数 方法 和 通过 椭圆 型 或 双 曲 型 
偏 微 分 方程 方法 生成 正 交 的 贴 体 曲线 网 格 , 等 等 .本 书 限于 篇 幅 和 内 容 ,将 不 
进行 关于 这 方面 的 讨论 .有 兴趣 的 读者 ,简单 的 情况 可 以 参考 我 们 的 早期 专著 
《计算 流体 动力 学 》. 


9.1 Delaunay 三 角形 和 Delaunay = ffi Hj 4p 254.25! 


首先 介绍 几 个 重要 的 概念 ,它们 与 非 结 构 网 格 的 发 展 历 史 和 本 节 的 讨论 
有 密切 的 关系 .这 就 是 Voronoi 凸 多 边 形 ,Dirichlet (Tessellation) 花纹 和 De- 
launay 三 角形 . 


1. Voronoi OSAKE 
设 在 平面 R 上 ,给 定 了 N 个 分 离 点 | Pi LT 对 每 个 点 PG T1, N), 
规定 其 领域 (territory) 为 :在 该 平面 上 到 P; 点 的 距离 比 到 其 他 点 书 ( 人 天 让 的 


距离 更 近 的 点 集 
S = |P € Rh |PP,| x | PPR] j žij =1 Ni， (9.0) 


9.1 Delaunay 二 角形 和 Delaunay = 48 BD > 109 - 


该 领域 即 为 P, 点 的 Voronoi 出 多 边 形 . 

显然 ,S; 是 由 该 节点 PP 与 其 相 临 的 节点 的 连 线 的 垂直 平分 线 所 围 成 的 
P EH ,该 节点 是 这 一 频 多 边 形 的 惟一 内 节点 . 

由 所 有 的 N 个 离散 点 按照 这 种 方式 所 形成 的 Voronoi i Z VUE ,与 边界 
构成 的 这 种 区 域 分 割 图 形 ,我 们 通常 称 之 为 Voronoi 凸 多 边 形 区 域 . VKH 
Dirichlet 或 tessellation 花纹 . 


2. Delaunay 三 角形 


连接 相互 临 接 的 三 个 Voronoi 凸 多 边 形 的 惟一 内 节点 所 构成 的 三 角形 称 
为 Delaunay 三 角形 .将 所 有 的 凸 多 边 形 的 惟一 内 节点 连接 ,构成 了 区 域 的 一 
个 Delaunay = A E Ha. 

事实 上 ,Delaunay 三 角形 前 分 和 Voronoi 凸 多 边 形 具有 对 偶 性 质 . 而 且 ， 
所 有 三 角形 互 不 重 亚 ,而 又 完全 地 覆盖 整个 数据 节点 的 凸 域 , 通 过 这 种 对 侦 性 
ME , Sapidis 等 人 1991 年 给 出 了 平 而 上 任意 区 域 的 Delaunay 三 角形 剂 分 . 

随 着 计算 机 科学 的 发 展 ,计算 流体 力学 的 需要 ,特别 是 CAD、CAM 的 发 
展 ,也 由 于 有 限 元 方法 和 有 限 体 积 方法 的 网 格 自 动 生成 和 自 适 应 技术 的 要 求 ， 
实现 Delaunay 三 角形 前 分 的 讨论 日 益 活 牙 . 不 断 地 提出 了 各 种 生成 方法 和 各 
种 播 点 的 准则 和 各 种 优化 方案 ， 


图 9.1 Delaunay 三 角形 和 Voronoi 
mx 


3. Bowyer-Watson ff)" circumcircle property "准则 (简称 CP 准则 】 


早 在 1981 年 ,Watson 就 给 出 了 Delaunay = f F 8l 4r AE! , 36 EL it 
行 了 初步 的 理论 分 析 . 在 同一 年 ,Bowyer 对 于 Voronoi (Dirichlet) 花纹 的 计算 
机 生成 和 数据 结构 的 方案 进行 了 讨论 和 实战 [51. 他 们 的 Delaunay = f& JE i8] 
分 完全 是 根据 所 谓 的 “circumcircle property" 准则 (简称 CP 准则 ) ,或 者 称 De- 
launay 三 角形 的 外 接 圆 准则 : 

在 Delaunay 三 角形 剖 分 中 ,任何 一 个 三 角形 的 外 接 圆 中 ,除了 该 三 角形 
的 三 个 节点 以 外 ,不 存在 其 他 节点 . 
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基于 这 种 准则 的 Delaunay 三 角形 剖 分 ,事实 是 一 种 重 连 方法 〈reconnec- 
tion method) .也 就 是 说 ,采用 不 断 地 播 人 节点 的 过 程 , 实 现 Delaunay 三 角形 
剖 分 .每 当 一 个 新 节点 插入 后 ,如何 去 尽 可 能 局 部 地 调节 已 经 存在 的 Delaunay 
三 角形 剖 分 网 格 . 

如 图 9.2 所 示 , 通 过 “CP 准则 ”的 检验 ,发 现 节点 A 破坏 了 几 个 Delau- 
nay 三 角形 的 外 接 贺 条件 (图 9.2(a)). 我们 将 遭 到 破坏 的 三 角形 中 邻近 的 边 
REM ,产生 一 个 凸 域 (图 9.2(b)). 重 连 节 点 A 和 该 凸 域 的 节点 后 ,生成 局 
部 的 新 的 一 个 二 角形 前 分 ( 疼 9.2(c)). 同 时 ,我 们 应 当 对 于 相应 的 三 角形 前 
分 的 数据 结构 进行 相应 地 改造 , 记 入 新 的 剖 分 数据 . 


GQ GÀ Gg 


(a) (b) (c) 
9.2. Bowyer- Watson J E HA i JS B i E ERE 


问题 是 初始 的 网 格 剖 分 如 何 形 成 .有 几 种 方案 :对 于 给 定 的 数据 节点 点 集 
的 情况 ,可 以 构造 包括 所 有 节点 的 两 个 Delaunay 三 角形 ,由 此 出 发 ,逐一 顺序 
地 插入 所 有 的 其 他 节点 ,并 保持 满足 CP HEU]. 也 可 以 首先 对 于 所 有 节点 进行 
预 处 理 , 即 确定 这 些 散乱 数据 节点 的 “重心 ”, 而 后 由 内 向 外 ,根据 与 “重心 ”的 
距离 进行 节点 的 逐一 地 汀 入 . 

如 果 已 经 给 定 了 节点 集 的 外 边界 节点 ,可 以 采用 如 下 方案 进行 :首先 做 一 
个 包括 节点 集 的 大 扼 形 ,以 此 抢 形 的 对 角 线 分 成 的 两 个 兰 角形 出 发 ,逐一 地 插 
和 人 节点 .最 后 清除 联结 大 矩形 四 个 和 角 点 的 三 角形 ,并 且 根 据 边界 的 外 法 向 来 消 
只 多余 的 边界 三 角形 

如 果 利 用 比较 简便 的 代数 .插值 等 等 方法 ,已 经 可 以 生成 规则 的 有 结构 的 
网 格 .在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 采用 下 面 介绍 的 其 他 播 人 和 重 构 的 方法 ,进行 
改造 生成 非 结 构 的 一 个 Delaunay 三 角形 前 分 . 


9.2 Rebay 的 非 结构 网 格 生成 算法 "7 


Rebay 根据 Voronoi 凸 多 边 形 和 Delaunay 三 角形 剖 分 的 关系 ,并 且 由 “CP 
锥 则 "的 特征 ,和 预 设 的 三 角形 剖 分 的 “密度 "指标 ,提出 了 两 种 Delaunay = ff 
JE Fi) 4r 7; 38 : Voronoi 角 点 播 人 型 (Voronoi-vertex point insertion method) 和 


9.2 Rebay 的 非 结 构 阅 格 生 成 算法 -inl - 


Voronoi 边线 的 节点 播 人 型 ( Voronoi-segment point insertion method) .方法 的 
基本 思想 是 : 

通过 某 种 方式 给 册 剂 分 区 域 上 的 三 角形 前 分 的 分 布 见 数 FOX) ,和 当地 
三 角 元 的 外 接 圆 半径 oL (AOE X,) .以 下 就 是 Rebay 的 网 格 生成 算法 : 

(D 通过 一 定 的 方法 给 出 了 一 个 初始 的 三 角形 分 割 :例如 BED AA 
确定 边界 节点 ,而 后 采用 Bowyer- Watson 方法 帮 一 个 粗略 的 三 角形 分 割 . 

2) 根据 是 否 包 含 人 区域 边 界线 段 ,将 三 角 元 划分 为 两 类 :external 型 和 
internal 8 . 

(3) 定义 一 个 无 量 纲 的 判 据 量 

a = XP (9.2) 
按照 a 的 先 大 后 小 ,对 已 有 的 internal 于 旬 元 进行 排序 ,并 根据 “CP 准则 ”， 
分 为 non-accepted 型 的 和 accepted 型 的 三 角 元 .后 者 是 已 经 达到 预 设 尺 度 的 
三 角 元 . 

(4) 对 于 non-accepted Wal = fH ot FR o, 排序 ,进行 插入 节点 的 操作 . 
首先 判断 是 理 是 external 型 成 者 是 边界 外 的 三 角 元 ,若是 则 跳 过 .如若 不 是 ， 
则 插入 节点 .并 利用 Bowyer- Watson 的 “CP 准则 ?和 判 据 量 ,进行 调节 和 改 
造 . 

具体 的 方案 划分 为 :直接 根据 Voronoi 多 P 
边 形 的 形 心 揪 人 节点 方法 (Voronoirvertex P 
point insertion method) ; 沿 着 Voronoi 的 边线 插 NIU 
A ( Voronoi-segment point insertion method) . E 
别 是 需要 介绍 后 一 种 方法 的 实施 过 程 .如 图 


9.3 所 示 , 左 三 角形 为 external 型 或 者 accepr- 图 9.3 Rebay 的 Varonoi-segment 
ed = 430,10 4 X non-accepted 型 的 ,作者 称 point insertion 方法 


W active 4836. X, 为 左 三 角形 的 外 接 贺 心 ,X, 为 待 求 的 插 人 节点 ,计算 如 
T: 


X, = X, + dé (9.3) 
其 中 x, 为 两 个 三 角形 公共 边 的 中 点 ,é 为 过 该 点 的 垂直 平分 线 , 即 Voronoi 
多 边 形 的 边线 右 单位 方向 


d-L-4L'-p, p= $1 PQ1， 
2 2 
L-| XM|= min| max( ones 22, HE], 


g=|Xu- Xr], 
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ey = f (Xy), 

. Xu 7 Xx (9.4) 

e= Xu = Xx ` 
(5) 将 新 生成 的 三 角形 归 入 internal 型 和 accepted 型 .同时 算出 和 记录 它 

的 a. 
(6) 对 于 三 角 剖 分 的 数据 结构 进行 相应 的 调节 . 
(7) 检验 是 否 所 有 的 三 角 元 已 经 达到 要 求 , 即 
maxa, =< l (9.5) 


若是 ,结束 .否则 继续 执行 (4). 


9.3 一 个 简单 的 任意 二 维 区 域 三 角形 前 分 的 方法 


这 里 ,向 读者 介绍 一 个 生成 三 角形 前 分 的 简单 方法 , 它 常 常 可 以 作为 非 结 
构 网 格 生成 的 一 个 初始 形式 .其 步骤 如 下 s 

假定 需要 进行 三 角形 剖 分 区 域 的 边界 ,是 由 某 个 线段 集合 

S = |PQQi.i = 1ce, N} 

组 成 .事实 上 ,一 般 的 非 结构 网 格 的 应 用 软件 ,在 利用 它 的 时 候 , 应 当 给 出 等 待 
三 角形 剖 分 的 区 域 的 这 些 边 界 的 线段 ,以便 标明 由 它们 所 构成 的 外 边界 (其 走 
向 是 沿 道 时 针 ) 和 和 内 部 孔洞 的 边界 (其 走向 是 顺 时 针 ). 

(1) 找 出 求解 区 域 的 了 方向 的 最 大 范围 

Pr 

(2) 在 上 述 区 域内 ,引入 虚拟 的 Y 方向 层 线 .这 里 要 求 保 证 任何 两 相 临 
的 层 线 间 等 于 或 者 近似 于 区 域内 的 平均 单元 尺度 DD. 

(3) 定 水 平 层 线 

y=H 

与 区 域 边界 的 交点 , 即 与 边界 线段 集合 的 交点 . 璧 如 ,考虑 线段 PQ;, 记 

Xi = X(P;), Yi = Y(P;), X, = X(Q:), Y; = Y(Q). 
如 果 

Ci) (Y- H)(Y;- H) co 

(i) (Yi H)(Y2- H) -03F B H> Y, Re H> Y;, 则 存在 交点 

s.(x, + ET Xi) a). (9.6) 

否则 MRA A. AU AOR ES SKRAT AR D P ETC FR BL, 
将 它们 按照 X 方向 的 升序 排列 . 


9.4 非 结 枸 网 格 生成 的 前 沿 追 中 算法 -113 . 


(4) 内 节点 的 生成 :要 与 边界 点 和 已 经 存在 的 内 节点 至 少 有 0.7D HE 

离 . 即 如 果 (X,Y) 是 待 求 的 内 节点 的 坐标 ,首先 检验 是 否 满足 
(X-P Y (YQ «v. 49.5. (9.7) 

若是 , 则 将 它 定 为 新 的 搬入 点 .这 一 过 程 是 沿 着 每 一 良 线 进行 ,直至 一 层 结束 
后 再 进行 到 下 一 层 线 . 并 月 ,将 刚刚 完成 的 导线 上 的 全 部 节点 (包括 区 域 边界 
和 和 内 节点 ), 按 照 X 方 向 的 升序 排列 . 

(5) 进行 节点 的 三 角形 联结 ,构成 一 个 初始 的 三 角形 剂 分. 

上 述 的 初始 三 角形 剖 分 方案 比较 简单 ,快捷 ,而 且 不 破坏 已 经 存在 的 节点 
和 和 边界 节点 .当然 也 就 显得 粗粮 . 因而 常常 需要 进行 调节 、 优 化 ,或 者 进行 改 
x. 


9.4 非 结 构 网 格 生成 的 前 沿 追 踪 算法 


1985 年 Lo 等 人 提出 了 一 篇 非常 细致 的 构造 非 结构 网 格 的 论文 05 笔者 
认为 它 是 迄今 为 止 在 生成 非 结 构 网 格 方面 最 其 体 的 论文 之 一 .他 们 所 采用 的 
方法 是 前 没 推进 方法 (advancing front method 或 者 front tracing method), 
Muller 等 人 称 为 frontal approach. 


1. 基本 思想 和 过 程 


基本 思想 是 非常 简单 的 ,这 里 我 们 干脆 采用 一 个 简单 的 例子 进行 说 明 . 如 
图 9.4 所 示 ,需要 进行 三 角形 剖 分 的 矩形 区 域 是 1-2-3-4. 

首先 进行 边界 的 剖 分 , 即 产 生 边 界 节点 ,例如 ,1,5,6,2,7,8,3,9,10,4， 
11,12,13. 内 域 的 剂 分 ,完全 按照 前 沿 推进 方法 生成 ,也 就 是 说 ,内 节点 的 插入 
开始 是 从 边界 节点 “对 ” ,向 内 域 开 始 .而 后 ,就 是 沿 着 网 格 生成 的 前 党 械 的 节 
点 "对 "向 更 深 的 内 域 进行 . 随 着 每 一 个 新 的 三 角 元 的 构成 ,这 个 网 格 的 前 沿 辐 
时 也 随 着 向 内 域 推进 .于 是 在 新 的 前 沿 ,向 前 进 方向 ( 若 开始 从 外 边界 ,应当 是 
道 时 针 方 向 ;若是 内 边界 , 则 是 顺 时 针 方 向 ) 进 行 下 一 个 三 角形 的 生成 过 程 . 以 
ERRATA: 

(D 如 图 9.4, 开 始 进行 三 角形 前 分 , 辟 如 由 左 侧 的 5,6 节点 "对 "向 内 找 
节点 14. 确 定 14 节点 的 方法 也 可 以 像 上 面 的 (12.7) 式 那 样 .我 们 在 后 面 介 
绍 新 的 方案 . 

(2) 不 妨 假 定 我 们 已 经 进行 到 如 图 9.4(a) 所 示 的 前 沿 

DT:13-14-6-2-7-8-3-9-10-4-—11-— I2- 13 
此 时 的 节点 "对 ”是 
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ial ells lls lol 2 aa | 


(3) ER KRE P 出 发 ,譬如 利用 节点 "对 ”6 一 2, 向 内 域 找 到 节点 15. 我 
们 得 到 一 个 更 新 的 前 沿 , 如 图 9.4(b): 
D:13-14-6-15-2-7-8-3-9-10-4- 11 - 12 - 13 
和 更 新 的 节点 “对 ” 
Pe d IE MM 9 区 4 eal | 
141 6[15]12 |718/3|9|10| 4 |11| 12] 13 
至 于 如 何 具 体 地 由 一 个 节点 "对 ”, 确 定 下 一 个 三 角 元 的 另 一 个 顶点 ,下 面 
我 们 将 进行 专门 的 讨论 


II 

L 13 12 il " l 13 12 4 

5 5 10 
14 d 14 

6 9 6 9 
1s 

2 3 2 a — 3 

? 8 7 8 
(a) (b) 


图 9.4 三 角形 网 格 训 分 的 前 洪 追 踪 {advancing front) Jr f 


事实 上 ,图 9.4(b) 的 三 角形 剖 分 的 前 沿 工 应 当 是 联结 14,15 节点 .而 不 
是 14,6,15 的 锡 齿 状 折线 .因为 一 般 情 况 下 ,其 间 不 可 能 插 和 人 其 他 节点 了 ， 


2. 由 节点 "对 "向 内 域 搜索 插入 节点 的 方法 和 优化 标准 


不 失 一 般 性 ,考虑 节点 “对 ”AET ,注意 上 而 的 尖 头 符 导 表示 插 人 节点 
的 行进 方向 .现在 欲 搜索 一 个 内 节点 CAP, 表示 所 有 的 已 经 产生 的 边界 和 
内 节点 ,而且 E 0 .和 欲 使 由 以 上 三 点 A ,B,C 所 构成 的 三 角形 具有 某 种 意义 
上 的 优化 形态 . 

如 图 9.5 所 未 .假定 所 求 的 三 角形 为 AABC ,节点 C 是 搜索 到 的 最 后 可 
能 位 置 .根据 Lo 的 优化 意义 ,需要 判断 和 检验 优化 指数 


S AR 
AB? + BC? + CA?’ ee) 
其 中 三 角形 面积 Saasc= 5 AB x AC. a 值 是 应 当 尽 可 能 地 大 .例如 图 9.6 给 


出 了 几 种 比较 典型 的 ,可 以 接受 的 三 角形 .可 见 即 使 最 好 情况 图 9.6(a) 的 等 
边 三 角形 ,也 只 能 保 a =0. 1443. 


Muller 等 人 提出 的 判断 标准 是 三 角形 的 最 小 和 最 大 的 边 长 比 


不 三 
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LN, SAA 


0.1443 0.125 0.1102 0.1083 

图 9.5 内 节点 CC 的 搜索 图 9.6 几 种 典型 的 三 角形 ot 
了 . 2 

(rm) = 0.366 : 0.5, (9.9) 


右 端 的 0.366 Ek BER = UE EIS BE RIEB,O.5 是 在 印 角 的 极限 许可 情况 . 
Muller 等 人 T1551 认为 Delaunay 三 角形 前 分 的 过 程 ,在 极 大 的 程度 土 取决 于 搜 
索 三 角形 的 节点 ,包括 外 接 圆心 ,确定 外 接 圆 半径 的 效率 .特别 是 在 三 维 情况 
下 的 四 面体 剖 分 中 ,作者 提出 了 搜索 的 “目标 方向 "的 概念 (target direction) 和 
方案 .作者 进行 了 一 个 三 维 复合 慨 型 的 四 面体 单元 剖 分 .发 现 边 界 的 Delaunay 
三 角形 前 分 过 程 ,每 个 节点 的 平均 耗 时 为 0.0016 秒 (在 DEC5000) ,而 对 于 搜 
索 和 确定 内 域 节 点 的 平均 耗 时 为 0.0054 秒 .其 他 的 试验 也 有 类 似 的 情形 ， 


3. 三 角形 剖 分 的 事后 处 理 和 非 结 梅 问题 


(1) 三 角形 前 分 的 事后 处 理 

一 般 说 来 ,三 角形 剖 分 过 程 结束 后 ,所 得 到 的 非 结 构 网 格 并 不 一 定 是 De- 
launay 的 ,甚至 可 能 出 现在 边界 外 的 三 角形 ,或 者 三 角形 的 疏 密 也 会 有 不 满意 
的 地 方 .所 以 需要 进行 前 分 后 的 处 理 .通常 习惯 称 为 光滑 过 程 (smoothing pro- 
cess after triangular). 

方法 的 思想 是 简洁 的 : 即 根据 Delaunay =f BUT I Voronoi BW 
的 对 偶 关 系 .通过 适当 的 调节 内 节点 的 位 置 到 相应 环绕 该 节点 的 Voronoi 凸 
多 边 形 中 心 上 去 (shifting each interior generated node to the center of the sur- 
rounding polygon) .方法 有 多 种 :能 量 法 ;滤波 法 :位移 法 (shift method). 

(2) 非 结 构 网 格 的 局 部 加 密 和 减 玖 的 问题 

韭 结构 网 格 一 旦 生成 ,初期 网 格 的 玖 密 也 已 经 确定 .在 我 们 的 实际 计算 和 
数值 模拟 过 程 中 ,由 于 问题 随时 间 的 发 展 ,原来 的 网 格 朴 密 分 布 会 逐渐 不 适应 
问题 的 特征 . 因 市 需要 进行 的 局 部 插入 内 节点 , 即 局 部 对 于 原来 的 网 格 加 密 ; 
或 者 为 了 节省 不 必要 的 浪费 ,需要 剔除 某 些 节 点 , 即 局 部 减 朴 网 格 . 这 就 是 非 
结构 网 格 的 自 适 应 技术 问题 .读者 可 以 参考 有 关 的 文献 . 
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9.5 介绍 一 个 二 维 Delaunay 三 角形 剖 分 生成 
非 结 构 网 格 软 件 
1. 使 用 方法 简介 


作者 是 意大利 Trieste 大 学 的 B. Niceno 博 十 ,这 是 一 个 提供 二 维 区 域 
Delaunay 三 角形 章 分 的 C 语言 程序 .共计 有 2100 行 .能 够 对 于 由 折线 刹 成 的 
多 空洞 .多 介质 区 域 ,生成 指定 局 部 加 密 的 Delaunay 三 角形 章 分 .使 用 的 方法 
MER RE: 

(1) RHE C RF visual C 5.0 编辑 器 上 生成 执行 程序 easymesh. exe. 
注意 ,编辑 的 结果 是 生成 三 个 文件 easymesh. dsp, ~. ncb, ~. pg 和 一 个 子 目录 
debug. M RÆ debug 中 生成 七 个 文件 ,其 中 关键 的 是 执行 程序 easy Mesh. exe. 

(2) 然后 ,将 等 待 进行 三 角形 剖 分 的 区 域 边界 节点 * 链 ”( 按 逆 时 针 顺 序 排 
Bll) 内 部 空洞 边界 节点 “ 链 ”( 按 顺 时 针 顺 序 排列 ) ,介质 分 界线 ,需要 局 部 加 密 
的 点 、 线 .区 等 等 目标 和 要 求 , 逐 一 地 编制 输入 (input) 的 数据 文件 filename.d . 

MDOS 窗口 下 ,运行 easymesh, 采用 下 面 的 命令 

C: \ triangulation \ debug > easymesh filename [options] 
结果 牛 成 四 个 data 文件 :三 角 单元 flename.e, 节 点 坐标 文件 fleneme.n, 线 元 文 
件 filename. s, UA X — FATE PAA AY tecplot 图 形 数 据 文件 filename.. 其 中 最 后 的 文 
件 可 以 用 来 直接 在 图 形 软 件 tecplot7.0 上 绘 出 区 域 的 Delaunay SAHA. 

其 中 开关 项 [option] 可 以 省 缺 . 若 为 -d 就 仅仅 生成 边界 的 三 角形 剖 
分 .+ dxf 则 生成 Delaunay 三 角形 前 分 和 Voronoi 凸 多 边 形 的 对 偶 图 形 文 件 ， 

这 里 应 当 说 明 ,tecplot7.0 是 一 个 当前 PC 个 人 计算 机 上 最 好 的 数值 计算 
和 计算 机 模拟 的 绘图 软件 ,特别 是 对 于 计算 流体 力学 和 偏 微分 方程 数值 解 的 
研究 工作 ,是 难得 的 应 用 软件 .但 是 ,目前 还 不 是 free 的 ， 

(3) 自行 编制 一 个 截取 、 分 离 上 述 数 据 文件 中 的 有 关 数 据 的 程序 ,通过 运 
行 该 程序 来 得 匀 构 成 有 限 元 方法 ,或 者 有 体积 方法 和 需要 的 data 数组 . 

读者 可 以 通过 国际 互联 网 得 到 这 个 程序 :niceno@univ. trieste. it. 


2. 一 个 简单 的 例子 


作为 一 个 简单 的 例子 ,我 们 考虑 如 图 9.7 MARSA MN KR. AE 
需要 编制 输入 文件 example,d: 


9.5 介绍 一 个 二 维 Delaunay = fp JE AE MAE i H PIHA E -17 


9 # Number of points # 
0: 0.0 0.0 0.25 1 # The boundary nodes # 
1; 5.0 0.0 0.25 2 
2: 5.0 2.0 0.25 2 
3: 4.0 3.0 0.25 3 
4: 0.0 3.0 0.25 3 
5: 1.0 1.0 0.1 4 # The nodes of interior hole # 
6: 1.0 2.0 0.1 4 
7. 2.0 2.0 0.1 4 
8; 2.0 1.0 0.1 4 
H MM # 
# SEGMENTS # 
H erum # 


# Number of segments # 
# Boundary segments # 


# Hole segments # 


c0 六 mhb 王 二 己 
on DA WY SK c 
tà OO 1 AO FWY m 
pb Aa & FW WW Ww Fe 
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在 输入 文件 中 ,节点 的 第 四 列 指明 半角 元 的 边 长 .第 五 列 和 线段 的 第 三 列 是 标 
志 值 . 

接 下 来 在 MSDOS 下 运行 

easymesh example 

我 们 得 到 ;example.c, 其 中 (对 照 图 9.8(a) 的 三 角 元 结构 ,理解 符号 的 意 
义 ) 

e 第 1 行 :CNumber of elements? 

e ”其 他 行 :< serial number> <i> Xj» <k> <ei> Xe» «ek» 

<si><sj> <sk> <xV> <yV> «marker 或 者 Sign 

e 林 两 行 :注释 
exatmple.n, 其 中 

e 第 1 行 :<Number of nodes 

全 ”其 他 行 : 之 serial number» «x» <y> < marker» 

e EUER 
example. s 为 线 元 数据 文件 ,其 中 (对 照 图 9,8(b) 的 一 对 三 角 元 结构 ,理解 符 
号 的 意义 ) 

e 第 1 行 :CNumber of sides? 

€ ”其 他 行 :< serial number» <c> «d» <ea> <eb> « marker? 

@ KAT TER 

其 中 的 注释 行 ,就 是 上 面 我 们 已 经 在 各 个 数据 文件 中 的 “其 他 行 "一 栏 所 
38 (marker). 


(a) (b) 
图 9.8  easymesh 的 输出 (output) 文 件 example. e 和 examp.e. s 的 图 解 


最 后 ,我 们 可 以 利用 绘图 文件 example. t 在 Tecplot7. 0 上 ,通过 打开 这 个 
数据 文件 直接 得 到 非常 漂亮 的 三 角形 前 分 图 ,如 图 9.9 Bra. 

当前 ,对 于 从 事 计算 流体 动力 学 ,或 者 偏 微分 方程 数值 计算 和 数值 模拟 的 
研究 及 实际 工作 者 来 说 ,Tecplot7.0 是 一 个 非常 实用 、 有 效 的 绘图 软件 .但 是 ， 
目前 它 还 不 是 free 的 .而 我 们 这 里 介绍 的 二 维 非 结 构 网 格 生成 软件 EasyMesh 
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* £19 > 


A 


Ei 
xe 


AN, M, NI AYN? 
OY 
BAY 


Y, 


aa: 
V A 


f 
< 1 
cr 
E SS 


COS Ee 
1 图 六 这 EREN 
SH 7 AKT SOOO 
E-| 7X EERO RA ICT JO ENT eK, 
05 OT er 
EO CAO Ra SS SS e 
o EV SZ OODLE 


0 1 2 3 4 M 


图 9.9 三 角形 前 分 的 结果 
却 是 free 的 . 


应 当 指 出 ,在 example.e 三 角形 单元 数据 文件 中 ,每 一 行 有 13 列 数据 : 


8: 4 6 9 13 9 5 17 16 


4.976718248931231e-001 1.365972984309878e-001 1 


冒号 前 的 第 1 个 数 是 三 角 单 元 的 序号 ,2 一 4 列 是 三 个 节点 的 节点 序号 ,5 一 了 
列 是 三 个 相 临 单元 的 序号 (注意 ,ei 单元 是 对 向 i 顶点 的 ) ,8 一 10 列 是 相应 的 
三 边 的 线 元 序号 .11~12 列 是 三 角 单 元 的 外 接 圆 圆心 的 坐标 值 , 它 表示 成 双 
倍 字 长 的 浮 点 数 .最 后 一 列 是 标记 ,一 般 情 况 下 ,1 表示 该 单元 是 边界 元 ,0 表 


示 是 内 部 单元 ， 


在 我 们 需要 利用 它们 进行 有 限 元 方法 ,或 者 有 限 体积 方法 的 数值 计算 前 ， 
必须 将 上 述 复合 的 数据 进行 分 离 和 截取 ,生成 三 角 单 元 .节点 , 线 元 的 相应 数 


组 .简单 的 方法 是 利用 READ 语句 ,例如 

C Define arrays about elements 
NNODE(O; NE,0: 2) 
NELEMENT(0: NE,0; 2) 
NSIDE(0: NE,0: 2) 
XCIRCLE(0: Ne) 
YCIRCLE(0: Ne) 

C Open the outputfile example. e 
OPEN(I10, file = example. e) 
READ(10,100) $*o£b—f1 # 
DO N=0, Ne 


READ(10,200)I, J, K, Ie, Je, Ke, Is, Js, Ks, X, Y 


NNODE(N, 0) =I 
NNODE(N, 1) =J 
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NNODE(N, 2)=K 
NELEMENT(N, 0)= Ie 
NELEMENT(N, 1)= je 
NELEMENT(N, 2) - Ke 
NSIDE(N, 0) = Is 
NSIDE(N, 1) =q]s 
NSIDE(N, 2) - Ks 
XCIRCLE(N) = X 
YCIRCLE(N) = Y 
ENDDO 
CLOSE(10) 
100 FORMAT(X5) 
200 FORMAT(6X, 3(1 4,1X),1X,3(E 4, 1X0, 1X, 3(1 4, 13), IX, 2 
(E21.17)) 
线 元 的 输出 数据 文件 example. s 8 8 — £78 7x . BPO 
11: 7 3 6 -13 
特别 应 当 指 出 的 是 数据 的 第 4.5 列 为 线 元 两 则 的 三 角形 单元 序号 ,如 果 出 现 
-1, 则 表示 这 是 边界 线 元 .相应 -1 序号 的 三 角形 单元 已 经 不 存在 ,因为 是 
区 域 边界 外 面 . 
其 他 的 数据 文件 可 以 进行 相似 的 讨论 ,这 里 就 不 再 之 一 地 介绍 了 .另外 ， 
关于 三 维 的 四 面体 单元 前 分 和 相应 的 问题 ,读者 可 以 查阅 我 们 后 面 列 出 的 参 
考 文献 . 


第 十 章 ” 非 结构 网 格 有 限 体积 法 


事实 上 ,前 面 讨论 过 的 积分 平均 格式 ,TVD 方法 ,以 及 ENO 和 Weighted 
ENO 方法 中 ,也 已 经 具有 了 有 限 体积 法 的 许多 思想 ,其 中 有 的 就 是 有 限 体积 
法 . 

一 般 的 有 限 体 积 法 不 同 于 有 限 差分 法 之 处 ,主要 是 它 采 用 单元 的 离散 , 取 
单元 中 心 值 ( 道 常 是 平均 值 ), 而 不 是 单元 节点 值 ; 它 又 不 同 于 有 限 元 法 , 屠 免 
单元 上 插值 函数 的 构造 . 这 样 它 具有 有 限 元 方法 的 网 格 训 分 的 灵活 性 ,能 
逼近 复杂 的 几何 区 域 . 又 具有 有 限 差分 方法 在 格式 构造 上 的 多 样 性 ,从 而 可 
以 利用 几乎 所 有 差分 方法 的 设计 思路 ,以 及 相关 的 理论 结果 . 特别 是 它 更 具 
有 了 间断 解 的 典型 性 质 , 可 以 认为 在 单元 边界 为 间断 ,从 而 具有 Riemann 问 
题 的 特征 , 这 就 是 说 在 FVM 方法 中 ,我 们 更 应 该 有 间断 解 的 观点 . 

看 起 来 似乎 问题 变 得 复杂 了 ,其 实 不 然 , 它 更 体现 了 数值 解 的 本 质 , 因 而 
使 方法 的 适应 性 和 效果 都 大 为 增强 . 最 近 十 几 年 来 ,特别 是 非 结 构 网 格 的 有 
限 体 积 法 的 研究 和 应 用 已 经 取得 长 足 的 发 展 . 

最 早 的 有 限 体积 法 有 效 而 实际 的 应 用 , 当 推 Patankar 和 Spalding 等 人 应 
用 于 传 热 和 流体 流 的 计算 ,读者 可 以 参阅 Patankar "1 中 译本 ,或 者 参见 文献 
[220,231]. 而 且 他 们 沿 着 自己 的 思想 方法 建立 了 一 整套 的 数值 方法 和 软件 ， 
其 中 最 著名 的 是 混合 格式 、 乘 方 格式 .QUICK 和 和 SIMPLE 等 格式 . 

在 这 一 章 中 我 们 将 通过 一 .二 维 守 便 律 方程 问题 .有 源 问题 和 对 流 一 扩散 
问题 ,分 别 向 读者 介绍 有 限 体积 方法 . 


10.1 一 维 问题 有 限 体积 方法 的 讨论 


一 般 的 问题 模型 
u + f(u), = Qu), * S, (10.1) 
其 中 ,Fa) 为 流通 量 ,其 Jacobi 矩阵 a(n) Eu 的 连续 函数 ,v 是 黏 人 性 系数 或 
扩散 系数 , 且 (0. S 是 源 项 , 它 一 般 是 未 知 通 数 u HBR, TVA, en 
Dirac 或 Heaviside BRIE A. 一 般 情况 我 们 认为 它 是 一 个 连续 函数 ,可 以 有 线 
性 展开 
S=S+au. (10.2) 


1. 一 维 守恒 律 的 有 限 体积 方法 
首先 进行 无 源 项 的 讨论 
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ut flu), =0, Oc x «1,1: 0. (10.3) 
BPA xp = OM a, << ayy rl HUE SET BT d; = [rn z 
ziil2] 上 认为 是 常数 ,如 积分 平均 形式 所 给 ,可 以 定义 在 单元 的 中 心 . 
假定 已 知 t= t, HAR HH 
jut: r€ lil, 
1811169 E ba Hi FVM 格式 ,通过 它 计 算 
Cus ege Ea 
有 限 体积 方法 是 积分 形式 的 离散 格式 ,首先 是 在 控制 元 {, 上 积分 
i MS t [ pode = 0 


或 者 
Eu Az + fulana t))- flulr, vat) = 0， 


Ax. = X12 -Xi^2- (10.4) 
在 TVD 和 ENO 两 节 里 已 经 讨论 过 它 的 数值 流量 . 直接 写 出 由 i 求 出 #41 
时 间 层 的 形式 


($). = Rie Fi in). (10.5) 


这 种 半 离 散 的 形式 ,我 们 同样 可 以 采用 Runge-Kutta 方法 求解 . 
当然 ,也 可 以 取 全 离散 化 形式 ,例如 最 简单 的 形式 为 
ntl 


u 一 uj; 


A = renter final, (10.6) 
右 端 的 foot, 时 间 层 上 构造 的 数值 流通 量 ,其 具体 形式 前 几 节 已 有 不 同 
的 讨论 . 对 于 有 限 体积 方法 而 言 , 它 的 椅 造 依赖 于 剖 分 单元 交界 点 ri+tz 的 
Fe APM ea uino 

通过 上 述 讨论 ,我 们 应 注意 到 在 边界 处 ,只 锥 下 半 个 单元 , 即 左 边界 
[xzxo,ziz] 和 右边 界 [z, -tayz,], 这 时 对 格式 的 离散 应 与 边界 条 件 相 结合 . 


2. 一 维 有 源 问 题 的 FVM] 


进一步 讨论 方程 含有 源 项 
u, + fl“), = S (10.7) 
的 情况 . 一 般 情况 下 ,S= SC(u) 是 可 以 线性 化 .利用 它 的 近似 表示 . MER 
的 FVM 格式 ,在 现在 的 情况 下 ,为 


nrl 


ul =u AE ~ F; a]t Cau” + Syke: (10.8) 


10.1 一 维 问题 有 限 体积 方法 的 讨论 2323 - 


特点 或 格式 的 稳定 性 条 件 等 . 
特别 需要 考虑 的 是 奇 性 源 项 . 例如 考虑 模型 方程 
i + au, = (x 一 a,), 
u(r,0) = u(x), 
有 Dirac BRM 8(x — a) GRR, RGM Heaviside 哨 数 形式 


xER (10.9) 


dH;(x) a" 0, E < ass 
u, + au, = dz DEIN "P (10.10) 
容易 证 明 有 解析 解 
rahe E HUE Os. aah (10.11) 


a 

— f E fe AE MRT , AY Ze Ny AER YE EE BR C. RT DL RI Heaviside MRA IMA 
出 . 而 且 它 们 弱 解 的 存在 惟一 性 研究 也 有 不 少 作者 进行 了 讨论 和 分 析 . 

再 例如 一 种 时 间 依 赖 的 点 源 情况 


u, + au, = g(t)ó(x — a), (10.12) 
它 有 解析 解 
u(x — at), zlar >a tat, 
(r,t) = Se 
TS set E 84 us — at), a €x X a tat. 


(10.13) 
前 而 的 (10.13) RAI FVM 构造 要 比 (10.9) 复杂 得 多 . 读者 可 以 对 (10.12) 
进行 讨论 ,并 构造 FVM 格式 作为 练习 ， 
有 源 情况 的 FVM 格式 的 构造 ,应 与 物理 问题 背景 相 协调 ,格式 设计 应 具 
有 一 致 性 (例如 ,格式 的 upwind 性 质 ,间断 分 解 特性 等 ) . 


3. 一 维 对 流 扩散 问题 的 FVM 


考虑 控制 方程 
起 + 到 (ou) = a(S], (10.14) 
我 们 通过 对 它 的 FVM 的 构造 ,介绍 Spalding 和 Patankar 所 提出 的 指数 格式 
和 duick PRX. 
在 控制 元 Lr, - 12.2410] [etree ERP EX f 
nti on At 
Ac 


* rl ez) ae 


[Cau naa 7 (au): 2] 


(10.15) 
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若 只 考虑 一 阶 upwind, 即 对 流 项 采用 upwind 离散 ,而 扩散 项 则 采用 半 格 点 的 
中 心 差 分 逼近 


Atl Low ats. = 
a: A EP ee 一 &, 15i] 
Ti 


«ie ee [s cy] 
Az, Vi+1/2 Ax, Yi-172 Az, , 


" i āir12 20, 
t, +127 
u daas. 


这 是 输 运 项 的 所 谓 donor-acceptor 的 设计 ,也 是 在 而 后 将 要 介绍 的 VOF Sit 
多 方法 都 采用 的 方式 . 1979 Æ , Leonard 提出 了 二 阶 的 upwind 格式 ,如果 Az, 
zAx = const ,格式 为 


ul. = (a + “jz 十 《1 I 2a) u? = i P a july, 
取 a= 1/12 为 Leonard 格式 , 当 a= 1/8 即 为 quick 格式 . 


He Ti AF Patankar 等 人 提出 的 局 部 采用 指数 逼近 所 构造 的 格式 . 如 果 
不 考虑 间断 任 在 和 时 间 依 赖 的 情况 ,方程 为 


(10.16) 


其 中 


d d du 
qaier) = reat "3r 
或 引进 中 间 变 量 J 


a 三 C v )- 0， (10.17) 
由 控制 元 积分 得 


Jie = Jia 


再 通过 局 部 的 指数 逼近 ,得 到 近似 的 指数 格式 ,其 中 


" Urt, -1 
. 一 i ET ET 
Jirin imali A), (10.18) 
dia Ax | 
Pram Bete ani, a5 Las enia 
141/2 


通常 称 pia HRR FS RE Peclet 数 . 这 就 是 说 网 格 交 界面 的 函数 值 由 指数 给 
出 . 由 此 得 格式 为 


Qj; = Aa, Uys, 十 Qi-1Ui-l: 
iriz 
CF ae enna (10.19) 
e?i2-1 
@ Carl 二 Qi-1 + aiin T Gio 


鉴于 指数 形式 的 不 使 ,采用 简单 的 Taylor 展开 代替 ,这 就 是 Patankar 等 的 混 
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合格 式 . 
ET Zh baa > 2, 
UE (dA 其 他 . 

在 流体 , 传 热 和 传 质问 题 的 计算 中 ,许多 国内 外 的 工程 技术 人 员 采 用 乘 
方 、 指 数 .quick 和 simple 等 的 系列 格式 . 这 些 格式 实际 上 也 是 FVM 格式 ,不 
同 的 是 局 部 的 采用 了 指数 或 多 项 式 的 逼近 形式 . 从 理论 上 讲 ,这 些 作 者 对 
Riemann [zi gi [a] t4 ft BR x+i2 采 用 了 不 同 的 构造 形式 . 尽管 在 理论 上 有 
这 样 或 那样 的 不 足 和 不 严格 ,但 它 有 实用 效应 ,应 用 极为 广泛 . 

在 上 述 基础 上 ,对 于 时 间 依 赖 问题 的 相应 格式 为 


n+l _ n " n ^ 
uj = uf T au] + Qiuj t Ria: 


(10.20) 


e^a2-] 


4. 一 般 情况 下 的 FVM 构造 
对 于 (10.1) 的 一 般 情况 RHEL r, Le tien l EKBA 


i dt d v" 
即 
du; Tz Z 
de TT aata 7 Final * S., (10.21) 
其 中 
Jada uo el deis (10.22) 


由 于 zx,+i2 是 向 断 分 解 点 ,所 以 J;+1% 的 通 量 计算 需要 考虑 Riemann 问题 的 
解 ,尽管 我 们 对 于 f(w ) 的 间断 点 的 给 定 已 有 很 多 方式 ,但 扩散 项 的 给 定 并 不 
XA. 例如 ,我 们 如 果 对 f(w) 采 用 Roe 解 算 子 方法 ,那么 相应 的 扩散 项 也 应 
进行 类 似 地 构造 ;如 果 采 用 ENO 形式 ,扩散 项 也 蔓 采 用 一 阶 差分 的 模板 配 
Eo 而 且 从 Ji+12 的 形式 来 看 ,如 果 我 们 的 源 项 可 以 写成 


.dQ 
— dz’ 
则 源 项 也 可 以 纳入 了 中 一 并 讨论 ,一 致 地 进行 构造 
J =- f(a) e vhs Q. (10.23) 


关于 其 他 的 间断 分 解 ,Roe、MUSCL 和 PPM ,以 及 其 他 方法 的 构造 ,关键 
只 是 在 单元 边界 处 的 函数 值 的 近似 构造 问题 ,根据 前 面 几 节 的 讨论 ,读者 白 己 
已 经 不 难 提 出 解决 的 方案 . 
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10.2 二 维 问 题 的 FVM 构造 


一 维 的 一 种 直接 推广 ,就 是 二 维 空 间 正 交 矩形 网 格 剖 分 的 情况 . 这 种 前 
分 的 FVM 的 介绍 可 以 在 许多 有 关 的 参考 书 中 找到 ,而 且 几 乎 完全 是 一 维 问 
题 的 直接 开拓 ,无 需 深 入 讨论 ,在 这 里 仅仅 就 任意 三 角 剖 分 ,特别 是 非 结 构 网 
格 Delauney 三 角形 剖 分 的 情况 ,进行 比较 深入 的 讨论 . 


1. 体积 控制 元 的 选择 


作 网 格 训 分 之 后 ,就 要 根据 问题 的 特点 和 需要 来 确定 控制 元 .控制 元 也 称 
为 控制 体 ,这 也 是 有 限 体 积 法 名 称 的 由 来 .然后 ,在 控制 元 上 积分 原 方程 并 进 
行 离散 和 数值 计算 .控制 元 的 类 型 有 两 种 ,一 种 是 将 单一 的 网 格 单元 (这 里 我 
们 选取 的 是 三 角 元 ) 作 为 控制 元 ; 另 一 种 是 将 共 角 点 的 网 格 各 取 一 部 分 合 在 一 
起 作为 控制 元 .二 维 三 角 剖 分 的 共 角 点 的 网 格 组 合 的 控制 元 又 分 为 :(1) 统 一 
型 (图 10.1(a));(2) 垂 心 型 (图 10.1(b));(3) 完 全 中 心 型 (图 10.1(c));(4) 部 
分 中 心 型 (图 10.1(d)). 在 二 维 情形 ,控制 元 可 以 统一 描述 为 tk 宇 3) 个 顶点 


的 多 边 形 . 
(b) (e) (dy 


图 10.1 四 种 有 限 体积 方法 的 控制 元 


2. 二 维 守恒 律 组 的 FVM 构造 


考虑 守恒 律 问题 
U, * f(U), * g(U), = 0, (10.24) 
或 者 写成 
U, +Y: F=0,F=(f,g)", refa] (10.25) 
Jacobi Hi 


à * 


250) = aqu), E =- acu). (10.26) 


设 它们 相应 的 实 特征 值 和 特征 向 量 为 
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alU): Ag Visi = 12,",m. 

b(U):: wy Wi = 1,2, ym. 

在 Delauney = f ij Y BY P i r£ , 25 Rt R B9 7 Hd oo , Bn 

图 10.2 所 示 . OSAKA, FRM AB (RACER [RE 2 ) , ew 

时 针 记 序 为 O,,(j=1,…,6), 各 共 顶 点 的 边线 中 点 记 为 P.(j=1,…,6). E 
接 中心 O, 和 中 心 P, 构成 控制 元 , 取 方 程 (10.24) 在 控制 元 上 的 积分 ,得 


(10.27) 


d NEUE 
|, Udd» : NET gdr = 0 (10.28) 
或 者 


af Udrdy «| F-smds-0. (10.29) 
t a, an, 


(1) 线 积分 (10.28) 形 式 图 10.2 一 个 节点 中 
为 了 数学 推导 的 方便 ,我 们 可 以 重新 安排 O, p, “型 的 PVM 控制 元 
点 ,可 用 =1,2…,12 来 标记 ,得 OPi,PiO: ,OP:,…,0O6PB ,BO 于 是 
我 们 在 连续 或 光滑 的 情况 下 ,可 以 针对 上 述 两 种 不 同形 式 离散 ,有 完全 相同 的 
BUR. 现在 分 别 进行 讨论 . 首先 看 (10.28) 式 ,显然 
Ag au m. 25 EIUS + f yia a) - OR + gi) rua - 2) ]. 


f-t 


(10.30a) 
HK Ay 为 控制 元 面积 . 利用 分 部 积分 求 和 上 式 
> TU + fna 7 yO Goa + gÜ Gua — 2] 
= 2, lax - ghz], (10.31) 
Az, = iG. T Ti PETIT. = OR - Ji). 
上 式 义 可 改写 为 
Ao BE 一 一 2j SL fx > gw Ax]. (10.30b) 
考虑 到 
Say = Ax, = 
é-1 =1 
所 以 又 可 写 为 


12 
Aq BUG ~ fA - Gi ~ gb]. (10.30c) 
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.对 于 标量 情况 ,车 定义 


(fo - foy, - (er - go) 6x, 


uico, 


jg 9 
[了 十 EI su = ug. 


"E Uus- 


Gp — 


(10.32) 


Wl (10. 30) ARDY 


du _ 1 : I 
ds 4 274,9, 7 u). (10.33) 


作为 全 离散 格式 ,时 间 导数 项 采用 向 前 差分 离散 ,可 得 
wi mut AE alu] — aq) 


L k 
=(1 -YE Da + SED aul. 


t=1 o ! 二 1 
E At~ At z 
id cy = 1 ELI = A B8 


aa+1 = cou” + Dear. 
若 c,>0,(j=i… ,点 ), 则 格式 为 正则 格式 . 正则 格式 必 为 单调 格式 . 
(2) 法 向 量 积分 (10,29) 形 式 
对 于 (10-29) 形 式 ,首先 有 
12 
Ap =- (Fn), At, (10.34) 
1 


t= 


其 中 i, 为 控制 元 的 第 i 条 边线 上 外 法 向 单位 向 量 , 如 2 = OP, 的 外 单位 法 向 
JJ (cosa; ,sina;). AL 为 各 折线 边 的 长 度 . 这 种 写法 更 有 利于 间断 解 向 题 的 讨 
论 和 FVM 格式 的 构造 . 控制 元 的 边界 面 ( 线 ) 都 看 作 是 间断 的 . 正如 一 维 问 
WE zx;11% 点 的 间断 分 解 那样 ,实际 上 要 计算 U(xz,y,t) 在 这 些 边 线 上 的 值 ， 
需要 首先 求 = OB 左右 两 侧 的 值 , 即 ( U7 UP). 

同样 ,也 定义 数值 流通 量 

Pa = (Fon), = (F* n)(U; Ut), 

并 且 满 足 数 值 通 量 的 条 件 

(1) 相 容 性 : F,(U,U) = F(U).n 

(2) 守恒 性 : F,,(U7,U*) = F(U’, UD) 

(3) Lipschitz 连续 性 . 

(4) 单调 性 :F,,( 个 ,4 ), 即 对 第 一 个 变量 不 减 ,对 第 二 变量 不 增 . 

最 简单 的 情形 是 U; = Uo, UY 为 右 便 的 共 顶 点 的 值 ,其 中 
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Siwa (10.35) 
1 
~ JOO] 

其 中 Wo, AAR. 类 似 地 求 外 便 顶 点 的 值 ,这 样 构造 的 格式 是 一 阶 
的 . 

二 阶 格式 的 构造 方法 很 多 ,其 中 Roe 平 沟 解 算 子 , upwind, Godunov 和 
MUSCL 比较 常用 ,而 且 讨 论 和 研究 的 论文 也 很 和 多. 关于 MUSCL 和 二 阶 up- 
wind 格式 ,Pan(1993)1270 和 Tamamidis(1995)[249 给 出 了 比较 好 的 讨论 ,对 于 
单个 三 角 元 情况 ,其 中 为 了 求 U1, U,, 采 用 边线 上 的 中 点 的 Taylor 展开 形式 ， 
例如 Uli, 首先 在 边线 点 向 O 点 Taylor 展开 

Ulryy)= U(ro yo + (oF)IVUoAF+O(AFI). (10.36) 
主要 是 如 何 给 出 YU 1 ,,) 的 问题 , 它 的 给 出 对 于 格式 的 精度 ,稳定 性 和 高 
分 辩 率 效果 有 很 大 关系 ,其 中 p(r) 为 适当 选择 的 limiter. 读者 也 可 以 参看 
Jameson? -02 的 论文 . 

关于 Roe 型 的 构造 用 的 更 多 ,如 Decminck 4 A (1992) 4 ,以 及 后 面 关 于 
对 流 -扩散 问题 的 文章 . 前 者 是 结合 了 迎风 和 Roe 参 向 量 Riemann HATH 
法 . 

限于 篇 幅 ,我 们 不 可 能 逐一 介绍 ,好 在 通过 前 几 章 的 学 习 , 污 者 已 经 可 以 
自行 构造 和 分 析 . 下 面 需要 作 几 点 注释 ， 

(i) 前 面 的 控制 元 取 法 是 经 典 FVM 的 形式 ,事实 上 控制 元 的 选择 不 
必 受 局 限 . 为 了 方便 实用 ,特别 是 编程 和 计算 , 边 条 件 处理 上 的 考虑 ,常用 单 
一 的 控制 元 形式 ,如 图 10.3 所 示 的 中 心 三 角形 单元 . 

于 是 FVM n 


Az 
A, $€ m -XF n), "> 
其 中 

A 


Wo; 


= [Go - xo) + (yg - yoX* 7. 


Fy = (F + 3), = (F 5Y(U7,UD 
的 构造 相应 的 简化 ,特别 是 间断 解 处 理 ， ROU; „U ) 的 
方法 也 得 到 简化 . 例如 在 2 边 左右 函 教 的 二 次 upwind 10.3 一 个 简单 的 
展开 中 三 角形 控制 元 
VUIIi 
可 以 采用 及 1, 有 As, 有 3，… 或 者 OO,O,,O03,… 点 的 函数 值 进 行 不 同 的 插值 ,加 
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权 平均 给 出 . 

(ii ) 并 非 只 能 采用 间断 的 概念 去 构造 格式 ,由 于 不 同 的 格式 本 身 的 数 
值 耗 散 与 数值 色散 的 相互 补偿 和 相抵 ,采用 沿边 界 积分 的 高 阶 积分 格式 构造 ， 
同样 可 以 得 到 很 好 的 效果 . 利用 具有 互补 型 的 格式 的 交替 作用 ,也 可 以 达到 
完美 的 求解 效果 ,最近 Liska 和 Wendroft( 1999) ‘199 3g h T H L-W 格式 与 L-F 
格式 交替 使 用 ,边线 积分 采用 硕 点 值 的 梯形 格式 , TE A EXN fi SR e 
其 推广 到 无 结构 网 格 情况 [236: . 


10.3 二 维 对 流 -扩散 问题 的 FVM 


1. 一 个 不 可 压 问 题 的 分 数 步 FYM 


我 们 这 里 讨论 两 类 控制 方程 问题 ,同时 也 介绍 了 不 同 的 处 理 方法 第 一 
种 是 具有 压力 校正 的 ,第 二 种 是 一 般 的 处 理 方式 . 


考虑 黏 性 不 可 压 流 方程 (采用 重 标记 法 ) 
3u, a a 1 Pu; 
ot tas, te) Sie er 
j (10.37) 
e i op, i=1,2 
Dx. 


如 图 10.2 为 标准 控制 元 . 采用 分 数 步 法 (fractional steps method) 3E£7 E3877 
程 的 求解 . 即 写 为 


1 uri? = u! " (asus) = 1 (uF) 
2 1 ar 了 Re Irja 

FA 

(10.38) 

1 | 
AMET mes pe c ， i-1,2, 
2 H Ox; 

zA 


其 中 (14.38a) 为 第 一 步 , 由 c, 时 刻 已 知 状态 量 ,不 计 压 力 项 的 贡献 , 求 中 间 过 
BO w**!?; 第 二 步 由 该 过 滤 值 求 如 ,时刻 的 值 , 同 时 计 入 上庄 力 项 的 贡献 . 为 
此 ,我 们 将 (14.38b) 式 分 别 对 zx,(i=1,2) 取 偏 微分 ,可 得 
1 ayrt 1 ayn? a2 prtl 
Ar ax, At ar, dz? 
Tg PRE RE 


=0. i= 1,2. 


1 Qu^ 1 aunt? gy 
At 92i At dx, * 32,92, 


为 了 保持 不 可 压 流 特征 .对 1 = 1,+1 时 刻 强 迫 其 满足 不 可 压条 件 , 即 
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aur ax, = 0 ,从 而 上 式 可 写 为 Poisson 方程 


a? ntl = rca 1 gy 
um s Ap” = Ki as (10.39) 


于 是 我 们 有 如 下 的 计算 步骤 (为 简单 起 见 , 记 *“* "REO +12" EE mi 
F: 

(1) 已 知 c, 时 刻 的 近似 解 (x*, wr, pr). 

o pub ME 


3i 
Rel, drdy | (10.40) 


Ui 5 t; 7 Ao 
(3) 计 算 如 … ,由 (10. 353 ii 
gp L[ Iu; 
A ae z drdy = Xs - "P dxdy. (10.41) 


《4) 计 算 u" ” , i (10.38 b) SX, E 


(10.42) 


剩 下 的 工作 是 计算 控制 元 的 积分 , 即 (10.40) 和 (10.41) 的 右 端 积分 . 
WT 


3 f 
| FALI AF 3s azas 
人 
= in = Reas) Cm m) en 
a d. Qu; 
| agus - Re ax; 种 jdzds 
E a 1 2v 9/. lav 
=| nom moz) as Re 5; ) dci». 
以 第 一 式 为 例 ,利用 Green 公式 , HY 4b a Verl TARR, RE 
NEC Rede) * 3 (^ Reay) no 
2 2 1 au _ 1 eu 
=f, (x 志 光 jdy - (uv Re 2, d 
= 1 au\" 1 : . 
= ae a) (2, 7 94) 7 (wv Re Se), (24,, 7 24)]. 
i21 1 ? 
(10.44) 


其 中 有 (* ) 上 标的 值 , 需 要 根据 不 同方 法 和 精度 的 要 求 ,设计 为 沿 1, 边线 左右 
两 侧 的 值 的 数值 (复合 ) 流 向 量 , 若 记 
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ao feral au 2 ER REIN 
F;- E mares G MAR i. (10.452) 
需 埋 解 为 (如 图 10.4 Bro) 
F* = F(ULU;'.G:2G(UOLVD*, (10.45b) 
而 


(10.45c) 


图 10.4 单元 边线 上 的 积分 ,以 及 左右 值 


Hi UF, VI 的 困难 主要 在 于 微分 项 , 即 (3 ) , (av 站 的 计算 . 下 面 我 们 
主要 进行 它 的 讨论 . 
最 简单 的 一 阶 格式 , 取 左右 三 角 元 中 心 值 ,例如 


E. = H Una + Uo), G; = 六 (Vo + Vo). (10.46) 


CEES BSH, BD 


a& |. 1[ au 1 i Ev 
Ean m Ao) «, 3,04 zdy = val ae = A, YA). 


au) _ Lf 2u - iÍ ES SNR eae 
Gal = Ag d dzdy = A pu A; 24 j (ya‘,, Xx, ) 


这 里 的 : 表示 Oi 单元 上 的 三 个 边线 的 序号 ,A', RO, 单元 上 的 三 个 顶 EP 
FH., 这 就 是 说 ,为 了 计算 偏 微分 项 的 边线 两 侧 的 值 ,需要 向 外 开拓 一 
ep i a A 
FE. 

如 果 要 二 阶 的 精度 , 则 上 述 的 计算 ,需要 引 人 边 线 上 左右 侧 的 Taylor 展 
开 形 式 ,如 

Ur = Un + g(r) VU loAr, 

Uy = Uo +@(r) VU lo Ar’, 


4 


(10.47) 
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梯度 YU1o 或 9Uio METH Lu. 

RAF RR HE EE DAE MERIT. 不 过 应 当 指 出 ,对 于 压力 校正 方 
程 的 计算 ,其 控制 元 可 以 采用 不 同 的 取 法 ,也 可 以 将 压力 值 放置 在 三 角 元 的 项 
点 上 ,而 不 是 放 在 元 的 中 心 . 这 种 作法 ,就 是 非 一 致 分 布 的 方案 . 不 过 计算 要 
复杂 和 繁琐 ， 

关于 这 方面 的 讨论 读者 参见 文献 ， 

2. 二 维 浅水 波 问 题 的 复合 型 FVM 方案 

如 果 采 用 向 量 守 便 形 式 的 记 法 ,一 般 的 对 流 -扩散 方程 可 写 为 

U,*V-F-S, (10.482) 
U = (uiu, 43), F = Cf! — vf" gl — ug), 


fi = FU). gi! - gl(U,). 
例如 对 于 二 维 的 一 般 浅 水 方程 


(10.48b) 


h uh vh 
U = 四 ,， = [uh + Soh? |, g = x 
vh avh v^h + 3 A? 
0 [0 0 
f! = hal), gl = |Auy| ,H = |- gh( Sy + So.) + hCo 
hv, ihv, — gh (Sg, + Soy) ~ PC 


(10.49) 
其 中 及 ,u,v 分 别 为 水 深 和 xx,y 方向 的 水 速 ,g 是 重力 加 速度 《So ,So ) 为 
河道 的 倾斜 效应 项 ,x ,y 下 标 也 是 求 导 的 意思 ，C 为 Coriolis 参数 . 
考虑 由 多 边 形 构成 的 控制 元 e, 在 其 上 进行 (10.48) 式 的 积分 ,并 利用 
Green 公式 得 


5, | Udedy 4 $ F- fds = | Adedy, (10.50) 
其 中 
Few = {f vn, + (gl - vg )n,. (10.51) 
一 般 的 Roe 型 FVM 方法 可 写 为 
j 
Ao S o7- 33 nl, (10.524) 
其 中 


(Fen), = FIF + (0 + CF (UP) 
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EDU 
IU 


3 


Ut UP), (10.52b) 


Sop CR en), PULL 的 定义 ,我 们 在 第 七 章 中 已 经 讲述 . 这 里 比较 困难 
的 是 f", g AY ERR LRQ 


fle UF), g" (UF) 


的 处 理 . 读者 通过 前 面 的 讨论 ,可 以 找到 适当 而 合理 的 方法 . 在 一 阶 格式 情 
况 ,只 能 采用 偏差 分 代替 微分 有 兴趣 进一步 了 解 有 限 体 积 方法 的 发 展 情况 ， 
以 及 得 到 更 多 的 参考 文献 ,读者 可 以 参考 文献 [231,171 ,220,13,59]. 


练习 题 


1 . 
2. 
3. 


证 明 (10.12) + (10.9) 的 解 为 (10.13). 
构造 (10.12) 或 (10.9) 的 FVM 并 讨论 他 们 的 收敛 性 . 
作为 数值 算 例 ,采用 FVM 方法 计算 以 下 问题 ; 


2 
n (7) Hales eo) ch 


E 2 
[511 

u(r,0) =Q, 

Lu (0,2) = 0. 

u, + u, = sin(xt)d(x -0.1), x € [0,1], 
nec = 0, 

u(0,t) = 0. 


. 采用 二 维 浅水 波 方 程 的 复合 形式 FVM, ir He T HRD. 


五 、 非 标准 有 限 元 方法 篇 


从 现在 开始 ,我 们 将 利用 四 章 的 篇 幅 向 读者 介绍 几 种 重要 的 非 标准 的 有 
限 元 方法 ,这 就 是 混合 元 (mixed FEM) .运动 元 (moving FEM) ,时 空 元 (space- 
time FEM) AEJ Wi Galerkin 有 限 元 (discontionuous Galerkin FEM) AE. 由 于 
这 几 种 有 限 元 方法 在 当代 的 有 和 根 元 理论 研究 ,特别 是 在 科学 与 工程 计算 中 的 
重要 作用 ,已 经 受到 广泛 的 注意 和 采用 . 
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混合 有 限 元 方法 是 一 种 基于 限制 ,或 者 约束 条 件 的 变 分 形式 的 有 限 元 方 
法 . 混合 有 限 元 法 的 一 般 理 论 是 由 Babuska 和 Brezzi 于 20 世纪 70 年 代 初 创 
立 的 ,其 主要 结果 就 是 所 谓 的 BB AE (EU 80 ARG, Falk 和 Osborn 提出 
了 一 种 改进 的 方法 P11 ,扩展 了 滥 合 有 限 元 方法 的 适应 性 ， 

混合 有 限 元 方法 的 优点 是 通过 引入 中 间 变 量 ( 一 般 它 们 也 具有 实际 的 物 
理 意义 ) ,可 以 将 高 阶 微 分 方程 降 阶 , 从 而 也 就 能 够 降低 有 限 元 空间 的 光滑 性 
AR. 例如 像 Burgers, KdV, RLW , KdV-Burgers 方程 和 双 调 和 方程 等 ,通过 
降 阶 使 有 限 元 插值 空间 简化 ,同时 可 以 求 到 一 些 有 意义 的 中 间 变 量 ,方法 也 轩 
而 方便 和 容易 实现 . 

这 一 章 里 我 们 仅仅 是 对 混合 有 限 元 进行 简单 的 介绍 . 


11.1 混合 变 分 问题 简 例 (213 


1. 简单 的 Laplace 边 值 问题 


首先 考察 边 值 问题 
-Au = fix = (rzn)EDCR"， 
u = g,90. (11.1) 
一 般 Galerkin 有 限 元 法 的 弱 解 变 分 问题 是 : 求 一 个 项 数 u €H' 使 得 满足 
a(u,v) = ilv), V v € Hi. 


a(u,v) = KZ + Vudz ,l(v) = INZE 
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u = g, 90. (11.2) 
或 者 先 采 用 齐 次 化 ,再 建立 Galerkin 有 限 元 法 的 弱 解 变 分 问题 . 根据 Lax- 
Milgram 定理 ,也 容易 证 明 弱 解 问题 的 存在 惟一 性 ,由 这 种 罚 解 问 昨 出 发 , 进 
行 有 限 元 的 单元 通 近 ,实现 有 限 元 的 求解 . 
混合 元 方法 则 不 同 , 其 最 大 的 特点 是 引入 中 间 变 量 降 低 癌 题 的 解 空间 的 
光滑 度 , 建 立 “ 联 立 " 的 变 分 问题 . 
引入 p= gradu = Vu, 从 而 问题 (11.1) 转 化 为 
p-gradu-0,i-—]1l,-,n,r€(, 
dvp+f=0,rEN, (11.3) 
u laa = gZ, 
上 述 两 式 分 别 乘 以 实验 函数 q (i — 1,7 n) v, EKRELAD. 利用 分 步 积 
分 和 Green 公式 . 最 后 得 


> 1 Pas = [ 43 
| È pade fed oz dz = if at cos(v,z;)ds, 


其 中 * 为 39 的 单位 外 法 向 ， 
如 果 我 们 列 进 符号 
P = (Piss Pads q = (Q1,77.9,), 


a(p,q) = [ p* gdz =| S baida, 
n â i=] 


* 2. 
b(u,.q) = | u * div gdz = | uD Hidr, 
a Q ga) T. 


(11.4) 
giq) = IMP cos( v , x, )ds , 
itv) = 一 | fede. 
同时 定义 函数 空间 H (div, OME 85 f 
H(div,Q) = |p: p € (H'(0))",div p € L'(0)l. (dc 
le Bra, ay = Npli,a + div plan. | 
Heh H'(2)% Sobolev 空间 . 并 简 记 
H = H(div, 0), V=L*(), (11.6) 


于 是 ,我们 可 以 得 到 (11.3) 的 混合 元 变 分 问题 
Find (u, p) € V X H such that, 
a(p.q) + b(u,q) = g(q). Va € H, 


11.1 混合 变 分 问题 简 例 2437 - 


b(v,p) = i(v), Vv € V. (11.7) 
2. 常 系数 Burgers 方程 
考虑 简单 的 一 维 Burgers 方程 问题 


u, t Vu, = vu,,, V = const > 0, 
u(x ,0) = ug(x), (11.8) 
u(0,¢} = u(1,1) = 0, 
利用 通常 的 有 限 元 方法 ,一 般 要 求 一 阶 光 滑 的 有 限 元 空间 , 换 句 话说 其 单元 插 
值 基 函 数 ( 型 函数 ) 需 二 阶 多 项 式 . 混合 有 限 元 方法 则 采用 引入 中 间 变 量 的 方 
式 进 行 . 一 种 方案 是 
= ui, fep- u)adz = 0, Va, 


u, + Vp = vp,, ike + Vp- vp, )vdz = 0, Y v 
另 一 种 方案 是 引信 辅 助 函数 
o = vu, - Vu, (11.9) 
从 而 (11.8) 即 为 
o ~ vu, + Vu = 0,(2,¢) € (0,1) x (0, T), 
u, — 0, = O,x, 1) € (0,1) x (, T), 


(11.10) 
u(0,t) = u(1,2) = 0, 
u(x,0) = ug(x), x € (0,1), 
Ae SC Rs fa] 
V = HI(0,1), X = L(0,1), (11.11) 


其 中 ,H8(0,1) 为 第 二 类 Sobolev 空间 . 原 问题 转化 为 求 (x ,ac)E YXxX, 使 得 
对 Y¥YzE(0, 丁 ) 满 足 

a(o,t) —- vb(u,c) + Va(lu,r)} = 0, Vc € X, 

(u,,v) + b(v,0) = 0, Vvoe V, (11.12) 

u(x,0) = ug(x), x € (0,1), 
其 中 

1 
a(o,t) = (e,r) = f ordz, 

i (11.13) 
b(v,c) = (v,,0) = f weaz， 


前 面 的 (11.7) 和 (11.12) 称 为 混合 变 分 问题 ,这 种 变 分 形式 是 过 去 标准 
有 限 元 方法 所 不 曾 见 到 的 . 它们 有 显而易见 的 已 经 提 人 到 过 的 好 狂 ;同时 也 给 
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问题 的 存在 惟一 ,误差 估计 ,以 及 单元 的 结 移 、 有 限 元 空间 理论 等 等 引进 了 一 
系列 理论 问题 和 实施 问题 . 


11.2 ”混合 变 分 问题 和 混合 有 限 元 的 存在 惟一 性 [4 全 


1. 混合 变 分 问题 的 存在 惟一 性 


在 这 里 我 们 不 想 严格 地 进行 理论 的 分 析 积 论证 ,只 是 简单 地 介绍 混合 变 
分 问题 的 Babuska-Brezzi 存在 惟一 性 条 件 ( 简 称 B-B 条 件 ). 这 是 一 个 类 似 标 
准 有 限 元 变 分 的 Lax-Milgram 定理 存在 惟一 性 定理 ， 

定理 11.1 对 于 混合 变 分 问题 (11.7), 如果 30 是 Lipschitz 连续 , / € 
L'(n). 并 且 

(1) a(p,q):H X H— R 为 双 线 性 连续 算 子 ,是 HMB, WEE o> 
0 使 得 

alq q) > alalu. Va € H. (11.14) 

(2) àb(u,q):VX H— R 为 双 线 性 连续 算 子 . 旦 满足 B-B 条 件 , 即 存在 

8>0 使 得 


sp 3? > pleh. Vv€ V. (11.15) 
(3 41(v),glg) 分 别 为 其 域 上 的 线性 有 上 界 算 子 . 
则 混合 变 分 问题 {11.7) 有 解 音 惟 一 . 
关于 混合 变 分 问题 (11.12) 的 讨论 ,我 们 将 放 在 非 线 性 Burgers 方程 的 情 
况 进行 . 
2. 混合 元 方法 的 简单 讨论 
对 于 混合 变 分 问题 (11.7), 首 先进 行 解 域 的 单元 剖 分 , 即 
ü= Ue, (11. 16) 
其 中 任 一 * 都 是 非 空 多 面体 单元 ; 若 s= xi 站 xz 天 0, 两 个 相连 的 单元 x1 e; € 
T, 具有 公共 侧面 :; 并 记 diam( &) & 5, V «€ T,. 
WI EAA Wea RTS VLC V,P,C€ H. FRR 
合 有 限 元 问题 的 提 法 为 
Find(u,,5,) € V, X Py: 
al Parga) + OC tas an) = gia, Y gr € Phs (11.17) 
b(w. py) = ilor) Vu, E Vrs 


11.2 混合 变 分 问题 和 混 仿 有限 元 的 存在 惟一 性 ”139 + 


上 述 混合 有 限 元 问题 解 的 存在 惟一 性 ,也 有 离散 的 B-B 条 件 保 证 . 
定理 11,2 (离散 B-B 条 件 ,又 称 相 容 条 件 ) 如 果 V, P, 满足 下 面 的 相 
容 条 件 , 妈 存在 B, 20 f V o, € Va, 


b , 
ssh "uides Bal orly, Y ok € Vi. (11.18) 
则 (11.77 有 惟一 一 解 
混合 元 的 离散 代数 方程 组 
不 妨 设 
P, = spanl gis, dui, 
V, = spani g1, 7 Qul, (11.19) 
从 而 可 以 记 
Pr x 2) biti Va € P, , 取 dai 一 pi = 1, N 
p (11.20) 


th, = 2 jas VU, € V, RR V, = Prk = 1e, M, 
于 是 (11,47) 有 离散 化 形式 , 即 


Dy ba, p) + 2, usb ps d) = glp), iP-1,N, 


D>) ib (dj ee) = ilp), k= 


= 1,,M, 
(11.21) 
又 车 引入 记号 
aj = ACG ph), bim = b( Pis Pm) 
g =gh), fa = Cg), 
Qir 77 @ iN ba cU bm 
A=]: ^ B=]: 1 , (11.22) 
ani 77. NN)NXN bm CU ANM xx 
bi ui 8i fi 
pol ilbuwuw- es fEl H 
Py UM EN fM 
则 有 离散 的 矩阵 形式 
EE (11.23) 


Bp = f. 
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显然 ,如果 A -1! 存 在 ,我 们 可 以 由 第 一 式 解 出 p=A-(g- Bu) RAR 
二 式 得 BTA ' Bu =BTA 'g- f. 从 而 有 混合 元 离散 代数 方程 组 的 等 价 复合 
形式 
Ku =F, K=B'A'B, F=B'A'g-f (11.24) 
由 此 可 以 进一步 看 到 混合 有 限 元 方法 特别 适合 高 阶 方程 的 定 解 问题 ,如 
双 调 和 方程 ,也 适应 于 黏 弹 性 问题 ,扩散 问题 和 对 流 - 扩散 问题 . 在 求 其 原 函 
数 的 同时 也 得 到 了 它 的 梯度 ,这 对 于 应 力 -应 变 问 题 , 找 度 问题 是 非常 有 利 的 . 
此 外 , 比 起 一 般 有 限 元 来 ,混合 元 方法 的 系统 误差 一 般 比 较 微 小 ， 当 然 , 我 们 
也 看 到 :构造 混合 有 限 元 的 解 空间 的 工作 有 更 多 的 困难 ,代数 方程 的 解 相 对 也 
HER. 
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1. Gronwall 9| X£ 


在 有 限 元 方法 的 理论 分 析 ,特别 是 误差 分 析 和 模 估计 中 ,Gronwall 5| £889 
连续 和 离散 形式 是 非常 重要 的 工具 ， 


Gronwall 引 理 iE g(:)€ L'(Lt9, 2; IEMA p, fE CQ D. H 
满足 不 等 式 


sto « fu) + | egter, Vi€lnnl — (11.25) 
则 gC.) WE 
Plt) S fle) 十 [aco slrexp{f gar Jas, Vt € to,ti]. 


(11.26) 
HA AUR CO BAR RH UR 
ORTO |) coe), v: € [toti]. (11.27) 
证 明 令 
RED = [ gle )oCedde, 
利用 (11.25) RATA 
IRW) (eG) < eI FE) RG]. 01.28) 


从 而 
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[Roe f e(er}]- [2809 - rogo Jef- [ ear), 


< a Ven-) gledr), 
在 [to,t] 上 积分 上 式 得 


R(x exp ~ IE j: g Gf Gen J s Coaejas. 
Bn 
R(1)« [ gcofCOexo( | zar as, 


再 结合 (11.28) 式 可 导出 (11.26). 
如 果 g(z) 是 非 减 , 则 有 


p(t) <o |i + eerp(] erar)as)], Vt € ([to.e,], 


因而 也 就 有 {11.27) 式 . 
在 下 面 我 们 将 用 到 Gronwall 引 理 的 特殊 情形 ,写作 
推论 ”在 上 述 引 理 中 , 若 c—consuz0, H 
0c g(t) «c + f elyor, Yee [0,5], — (11.29) 
则 g(z) 也 满足 


0 x w(t) co | gtoar) vie [0,74], (11.30) 
当 c=0 时 ,w%fi) 三 0， 
离散 形式 的 Gronwall 引 理 ,读者 可 以 参见 专著 [174]. 


2. 非 线性 Burgers 方程 的 混合 元 方法 
考虑 下 面 的 非 线 性 Burgers 方程 定 解 问题 


u, + auu, — vu, =0, (ztEDXx(0Or)， 
u(z,0) = u(x}, EQ, (11.31) 
u(x,t) = 0, (x,t) € 20 x (0,5), 
其 中 ,a const 20,0 — (a, 0). 该 问题 的 解 如 果 存 在 且 惟 一 , 它 的 混合 变 分 
问题 也 不 难得 到 
Find (u,$):[0,1,] M x Xisuch that V t € (0,1,), 
(u,v) ~ (p,v,) = 0, Vv€M, 
(prt) + v(r,u — a(u^,7)/2-2 0, Vc € X, 
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u(x,0) = ug(x), r €, (11.32) 
这 里 的 辅助 函数 是 
p = au /2 — vu,, (11.33) 
解 空间 M-HQGQ),X-L'CQ). 混合 变 分 问题 的 惟一 性 有 
定理 11.3 若 p(z)EL2(CQ), 则 混合 变 分 问题 (11.32-33) 的 解 存在 惟 
—. 而 且 存 在 My 使 得 


lllo. = sup le lo,» < Me. (11.34) 
证 明 由 于 问题 (11.31) 解 x 存在 惟一 , 则 
(u, p) = (u,au?72 — vu,), (11.35) 


也 是 混合 变 分 问题 (11.32-33) 的 一 个 解 . 在 混合 变 分 问题 (11.32-33) 中 取 
v=u,t=u, 联 立 解 之 , 且 注 意 利 用 分 部 积分 和 定 解 问题 的 边 值 条 件 RNA 
(u?.u,) =O. 所 以 可 得 


Iib = 0, (11.36) 
再 对 时 间 区 间 [0.:] 上 积分 ,利用 初 值 条 件 得 
lal + 2» [Tula = lglg. (11.37) 
根据 一 维 非 负 函 数 的 定 积分 性 质 ,可 积 必 有 界 , 从 而 存在 常数 Co 使 得 
Iu, lo S Co. 


又 由 Sobolev Bt A SH) ,可 知 存在 C, 使 得 
lulo < DM PEST 

取 M= CoCl, 并 对 其 在 时 间 域 取 上 界 ,得 证 (11.34)， 

显然 ,我 们 只 须 证 明 (11.35} 也 是 惟一 解 . 为 此 ,假定 ( 立 ,五 ) 为 另 一 个 解 ， 
则 由 (11,34) 也 有 

ila Ilo,» = up la lo. < Mo 
根据 (11.32) ,我 们 有 
((u—à),,v)-(p-p,v)-0, Yue M, 

(p-p,r)+vlr, lu- à),) - a(u* - à,:)/72- 0, Vr € X, 

HB c—p-p,v-u-ü,HXx. LRBAH BA Holder 和 Cauchy PFA, A 


dju- al + lp- plg = a((u * à)(u - à), p- p)2 


(aMo)? 
2 


lu - à + TIP - PI, 


一 


< aMol« ~ible- pls 


即 得 
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v Èlu -aK + lp- 2l «GMYls-2l. (11.38) 
HO, JERA, MEEDER Cu 一 去 ) (x ,0)=0, 我 们 得 到 
Il» -albsv [CUNT —-alide, We €[0,n]. (11.39) 
根据 gronwall 引 理 的 推论 4^8 lu alo 70, B zx — z. 再 由 (11.38) 也 有 
1»-5120,518 p- p. 定理 证 毕 . 
5 dg ACERO fi CS LIE OC [154 D ERRA riie T Burgers 方程 的 半 
离散 和 全 离散 混合 元 方法 的 存在 惟一 性 和 误差 估计 . 并 且 他 们 采用 混合 元 方 


法 对 于 规则 长 波 方程 (regulation long wave equation) 进 行 了 比较 全 面 的 分 析 
和 研究 {参见 论文 [153]). 


练习 题 
1. 试 对 以 下 的 四 阶 微分 方程 边 值 间 题 
is = fix € (0,1), 


u(0) = x (0) = u(1) = rzx 0) = 0, 
建立 混合 元 联 立 变 分 问题 ,并 且 实 际 地 设计 离散 方案 ,具体 求 出 问题 的 近 
似 解 . 
2. 根据 定理 11.1, 证 明 混合 变 分 问题 (11.7) 的 存在 惟一 . 
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在 这 一 章 里 ,我 们 将 向 读者 介绍 男 一 种 非 标 准 有 限 元 方法 即 所 庇 的 运动 
有 限 元 方法 (moving FEM). 所 谓 “ 运 动 ”, 是 指 单元 的 节点 是 时 间 依 赖 的 , 自 
适应 地 随时 间 而 动 的 . 

众所周知 ,现实 中 需要 进行 数值 模拟 研究 的 非 定常 问题 ,都 存在 大 变形 、 
大 梯度 和 各 类 间断 . 而 这 些 奇 性 的 波形 ,它们 的 空间 位 置 也 在 随时 间 不 断 的 
改变 . 这 样 以 来 ,对 采用 固定 节点 的 有 限 元 方法 来 说 ,要 得 到 保 真 的 、 高 分 辨 
率 的 数值 解 波形 ,是 相当 困难 的 , 因为 ,或 者 是 要 将 单元 训 分 的 非常 细小 ,或 
者 需要 不 断 地 进行 单元 的 重新 剖 分 ,以 适应 奇 性 波形 位 置 的 不 断 变 化 . 后 来 
所 谓 的 变 网 格 有 限 元 方法 (reforming-Grid FEM) US) 运动 网 格 有 限 元 方法 
(moving grid FEM) 等 有 限 元 方法 ,就 是 为 了 解决 上 述 困 难 市 创 立 的 . mi HAE 
网 格 方法 现在 有 不 断 的 创新 和 发 展 ,在 许多 实际 问题 上 得 到 了 有 效 的 应 用 . 
前 面向 读者 介绍 的 非 结 构 网 格 方法 ,本 质 上 也 是 需要 进行 网 格 重 分 和 重 构 . 
也 可 以 说 这 种 网 格 方法 仍然 是 Euler 网 格 加 重 分 、 重 构 过 程 而 已 ， 

这 种 随时 间 的 变形 单元 ,或 者 重 分 单元 的 方法 取得 一 定 的 成 效 , 有 其 独特 
的 长 处 和 理论 意义 . 可 是 由 于 中 间 过 程 的 单元 重新 剖 分 .数据 处 理 等 , 极 大 地 
增加 了 计算 的 耗费 , 更 主要 的 是 ,这 些 方法 仍然 难以 达到 及 时 和 自首 应 的 效 
R. 

如 何 自 适 应 地 、 及 时 而 合理 地 自动 实现 单元 尺度 的 调节 ,以 适应 奇 性 问题 
的 数值 模拟 需要 ,这 就 是 后 来 发 展 的 运动 有 限 元 方法 一 moving FEM. 1981 年 
Miller #6161) | Gelinas 等 人 中 ! 分 别提 出 运动 有 限 元 方法 ,这 是 最 早 比较 系统 
的 讨论 和 应 用 MFEM MEIER. 从 实质 上 讲 , 这 种 网 格 方法 是 La- 
grangian 型 的 . 

特别 是 Miller 等 人 的 论文 列举 了 大 量 的 非 线 性 发 展 方程 问题 ,例如 大 
Reynolds 数 的 Burgers 方程 的 初 边 值 问题 


u, + wus = ae Oc x«l, +t>0, 


u(x,0) — sin(2nz) + 0.5sin(xx), (42.1) 
u(0,1) = u(1,2) = 0. 
当 Reynolds #& Re — 104 的 时 候 , 上 述 问题 的 解 随 时 间 发 生 着 剧烈 的 变化 . 初 
始 是 一 个 光滑 的 变形 正 芒 波 , 当 计 算 到 上 =0.2 附近 时 就 基本 上 出 现 激 波 形 
4k. 而 在 计算 到 1 =1.5 附近 时 ,将 发 生 戏 剧 性 的 突然 改变 ,原来 存在 负 值 的 
函数 改变 为 完全 正 值 ,并 且 在 右边 界 形 成 边界 层 . 想得到 这 种 精细 的 数值 解 
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的 变化 ,一 般 的 有 限 元 方法 有限 差 分 方法 ,即使 高 分 辩 率 方法 也 是 很 难以 实 
PUA. 采用 运动 有 限 元 方法 ,上 述 的 许多 作者 都 给 出 了 非常 漂亮 的 精细 的 数 
值 解 图 形 . 

由 于 随 着 时 间 的 进程 ,节点 或 者 单元 也 将 相对 地 密集 于 变化 剧烈 的 局 部 
区 域 ,所 以 能 够 比较 有 效 地 、 细 致 地 刻画 某 些 剧变 的 现象 . 提出 者 们 利用 这 种 
方法 出 色 地 计算 了 固定 节点 有 限 元 方法 难以 实现 的 发 展 方程 问题 . 例如 , 强 
非 线性 波 问 题 ,Stefan 问题 ,等 等 . 而 且 得 到 的 结果 和 图 象 是 非常 漂亮 的 . 

我 们 不 能 在 这 里 详细 地 .全面 地 讨论 运动 有 限 元 方法 的 方案 .步骤 和 理论 
分 析 ,只 能 是 作 一 个 简单 的 介绍 , 即 对 比 一 般 的 有 限 元 方法 ,进行 运动 有 限 元 
方法 的 讨论 . 单元 的 剖 分 和 插值 逼近 ,型 函数 的 特点 ;特别 是 ,节点 是 如 何 随 
解 函 数 的 奇 性 和 梯度 的 变化 而 自 适应 地 相对 集中 ;以 及 可 能 产生 的 间 题 和 困 
难 . 有 兴趣 的 读者 ,可 以 查阅 有 关 的 文献 ， 
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几乎 当前 看 到 的 大 多 数 关于 运动 有 限 元 方法 的 论著 ,都 是 采用 全 域 上 的 
节点 配置 和 基 丽 数 构造 ,以 及 总 体 上 的 有 限 元 插值 逼近 函数 的 展开 形式 . 这 
样 以 来 ,单元 上 的 插值 节点 的 配置 和 插值 到 近 函 数 的 构造 就 受到 一 定 的 限制 ， 
而 且 , 有 限 元 方法 的 单元 分 析 方法 也 就 难以 发 挥 应 有 的 效应 . 

以 一 般 发 展 方程 

u, = Lu X€ QC Rt 50 (12.2) 

为 例 进行 讨论 . 其 中 = 六 ) 为 拟 线 性 或 非 线性 偏 微 分 算 子 ， 

单 期 的 运动 有 限 元 方法 进行 Q 域 上 的 统一 的 节点 配置 . 例如 ,给 定 初始 
时 刻 的 节点 配置 

X = (XXX, X, = Xü) 


X; < X, i <j. Mies? 
假定 在 上 述 节 点 上 的 (初始 ) 函 数值 记 为 
1582,77, 045; = a; (t), (12.4) 


3f E. FB Rr FP 8E— 1-35 AY oe o x 
Pir P29 Gnd Pi = PAX n0X(D, 
No - (X, posu Xie Xa, 
p € HG-1,7,2). 其 中 H REDE BME. 于 是 ,我 们 有 全 域 上 的 解 
PR COS d (EDT 


(12.5) 
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U{a.t) = Dex, t;X'(t))a,(t). (12.6) 


这 样 -- 来 ,运动 有 限 元 方法 的 求解 变量 ， 并 不 像 一 般 有 限 元 方法 那样 仅仅 是 节 
点 上 的 未 知 函数 值 a; (jm 1,…,n), 而 且 还 有 不 断 运 动 中 的 节点 位 置 X, 
(7 二 1,…,n). 为 了 确定 未 知 数值 ,在 通常 的 一 般 有 限 元 方法 中 , 即 令 有 限 元 
解 函 数 代 人 偏 微分 方程 后 的 余 量 ,与 基 范 数 空间 正 交 

U,- L(U) LHR gG = 1,7,2). (2.7) 
但 是 现在 不 同 ,因为 我 们 的 未 知 函 数 的 时 间 偏 导数 为 


aU Ss da, (5 op, AX; | 
EF -Xle de * 2 ax, aX, at. Fe he 


z da Ig, 3UM? X; 
ee PEs 4r (12.8) 


n da, n aX 
= 2e EH 十 2 了 3: 
于 是 ,不 同 于 一 般 有 限 元 方法 ， 我 们 得 到 了 运动 有 限 元 方法 中 的 两 组 基 喇 数 的 
表达 式 


Pr 一 e, (X(t) = Te 


jdn. (12.9) 


= $00) = Fy, 


从 而 ,对 于 运动 有 限 元 方法 来 说 ,将 是 由 上 述 两 组 基 函 数 构成 的 一 个 解 空间 


H” = span! pis Puihi Al (12.10) 
因而 ,这 就 要 求 余 量 R(U) 与 上 述 的 解 空间 HERZ 
U,- L(U) LH". (12.11) 


空间 H " 对 于 非 线性 发 展 方程 而 言 ,一 般 是 Sobolev 空间 . 
作为 一 个 简 例 ,对 于 简单 的 低 阶 方程 ,也 可 以 用 分 段 线性 的 播 值 逼 近 函 数 
空间 . 不 同 于 一 般 有 限 元 方法 , 它 的 节点 位 置 和 幅度 是 时 间 依 赖 的 . 特别 是 
第 二 组 基 还 是 间断 的 线性 函数 ,对 于 节点 Xi(t)( =1,…,n) ,在 区 间 [X 1， 
X41j 上 对 应 的 两 组 线性 基 ( gp,, $;) 中 ,第 一 组 基 为 
(x - X;-1)/AX,, 4X1.S2< X,» 
glx) =41-(r- X)/AX,a, 4 X; Sx < Xs (12.12) 
0, 其 他 


12.1 从 一 般 FEM 到 moving FEM - 147 - 


其 中 ,AX, = X; 一 X,-1 为 通常 的 两 节点 线性 单元 的 长 度 . 为 了 求 出 第 二 基 ,我 
们 首先 写 出 上 述 区 间 [ 久 ，1 ,1] 上 的 插值 逼近 函数 . 例如 
U(x) = àj319,31 t 4G + Giger 


a, ~ âj- 
srt 'X-Xx4C -Xa)-aatmüir-Xa, Xa Ses X, 
H d 


az-a = 
ls ty ye -X)=a t+ mtr- X) X S a< Xa, 
j j 


(12.13) 
其 中 m, ,my*i 正 是 搬 值 逼近 函数 的 左 、 右 余 率 


y= XcX = AX, (12.14) 
根据 第 二 组 基 的 定义 式 《18.9) ,我们 不 难得 到 
一 mjp,» 当 X;-1 x X,, 
$lx) = | TW. qM M X; x r« Xa (12.15) 
0, 其 他 


图 12.1 表示 了 在 区 间 [ X,_1,X,,1] 上 的 插值 双 近 函数 .第 一 组 基 范 数 和 第 二 
CETT LII 


(2) U(x) (b) 9 (x) te) F(x) 
图 12.1 运动 有 限 元 方法 的 两 节点 线性 单元 插值 函数 ,两 组 基 函 数 


运动 有 限 元 方法 的 提出 者 们 采用 的 是 最 小 二 乘 型 的 弱 解 变 分 形式 ,而 不 
是 Galerkin 型 的 权 余 法 弱 解 变 分 形式 (事实 上 两 者 的 结果 相同 ) 
(R,R) =(U,U) - 2(U,L(U)) + (LCU).LCU)) 


= 5 Pjs gi) d jd, + 2(e $a, + GO, S0 XX, | 
p 
~ 2 ilp, LOU) a, + ($, L(U))X,} + CL(QU).LGCU)). 


(12.16) 
根据 正 交 性 ,我们 有 
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3 -(R.R) = 0, 
aj 
3 (12.17) 
gg GR = 0,i = Leven, 
从 而 ,得 到 节点 位 置 变化 率 和 节点 函数 值 变 化 率 所 满足 的 一 组 常 微 分 方程 
DCpip)a+ D lpt X, - (e, LCU)) = 0, 


Dp a + 3305, $)X; - (&,LCU)) = 0. 
dT RET HEBR o ,或 者 名 ,仅仅 在 它 所 在 的 节点 两 侧 的 两 个 单元 内 
有 支 , 所 以 它 对 于 常 微分 方程 组 (12.18) HAREE Ma, XOR, Ei 
与 序号 ;一 1,j,j;+1 的 位 置 有 关 ， 因而 ,如 果 记 
W = (a,,X1,77,a,, Xis , ans Xn) {12.19) 
常 微 分 方程 组 (12.18) BIDS 
M(a,X)W = g(a, X) X 


(12.18) 


MOV) W = gCW) (12. 20a) 
其 中 
A, B, 0 ste 0 | £i 
C; A; EB NS 0 g2 
M(W)2|0 ^. 7: rs i |, g(W) = 
0 0 C, A, B, £5. 1 
0 0 0 C, A, £a 
(12.20b) 
E 


E pa (9,, $;) (9i. 9,1) | 
18.93) eA [sear eb)’ 
= iur o B hn 
"lcs Got) sabe 

GR RHSMR CDD OC RE BEHLEUR 08 7 EN LEE SETTORE R 
装 ,特别 是 难以 进行 单元 分 析 . 尤其 是 不 能 像 一 般 有 限 元 方法 中 那样 ,进行 单 
元 的 高 阶 插值 逼近 . 譬如 ,求解 如 KdV 或 者 RLW 方程 那 种 必须 利用 高 阶 插 
EREHE. 早 在 1986 年 论文 [141] 就 提出 了 运动 有 限 元 方法 的 单元 分 析 
思想 ,并 且 对 于 三 节点 的 二 次 单元 的 构造 形式 ,以 及 生成 非 线性 Burgers 方程 
的 有 限 元 解 ,得 到 和 运动 有 限 元 方法 创始 者 完全 一 致 的 离散 结果 . 下 面 我 们 
采用 单元 分 析 和 总 体 复合 的 方法 ,进行 运动 有 限 元 方法 的 讨论 . 


i 


| (12.20c) 


ar day hia -h ap a At r r Ht 
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12.2 运动 有 限 元 方法 单元 分 析 的 一 般 公式 


1. 单元 上 的 运动 有 限 元 分 析 
考虑 拟 非 线性 发 展 方程 (12,20a) 的 一 般 问题 


u, = Lu, 
(12.21a) 
X-(zr,y,",2)€ QC R",t > 0, 
其 中 微分 算 子 
9 23 9 
Dd a 
对 求解 区 域 作 单元 剖 分 
a= XA., (12.21b) 


在 单元 OQ, 内 ,配置 了 NN, 个 节点 XX (j=1,2,…,NN,). 记 节 点 位 置 向 量 和 在 节 
点 上 的 本 知 函数 瞬时 值 向 量 
xe > (X4, XI, XN) >= (Xi, XN pr. 
: i (12.22a) 


AQO = (atah ay) 三 (21,71, a 9, 

其 中 

X; Xi) = (GG, in GOD», 

aş =a (t) = uCX; (I), je12,.N, 
根据 通常 一 般 有 限 元 方法 的 单元 分 析 方 法 ,在 单元 0, 上 构造 一 组 线性 无 关 
的 ,完备 的 基 函 数 (这 里 仅仅 讨论 Lagrangian 3&) 

PO = (igre on, pim BCX XO). (12.23) 
今后 约定 ,右上 标 "e" 所 指示 的 函数 、. 量 和 表达 式 只 在 单元 0, 内 有 定义 ， 


在 单元 O, 上 , 仿 辕 一 般 有 限 元 方法 那样 ,未 知 隔 数 X12) 
TARE 


(12.22b) 


U(X,t) = SX, KOG ) a = Qo ale 
a (12.24) 
U(X,t) = Dita + gX: = QAO . pox, 
在 单元 OQ, 上 ,利用 权 余 方法 积分 
INTUS ED - L(U'))vdX 
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一 (4 (00A = L(®OA) sax 


N, é » 
-J. PIU y $&)- L(® A) ) vax =0, 


E ? dt 
(12.25a) 
ej € P, 4 = FCB) = Ler Ne 
为 了 简洁 起 见 ,我 们 采用 向 量 和 内 积 的 记 法 , 重 写 上 式 
(BA + 9X — LOA. v)? 
== À 3 fe} _ (ey) = 
(( DA + yX), v) (L®A,v) (12.25b) 


joa A ai j 
oO 22 axe z xen < A‘ 5 Vu € H; (Q,). 


作为 权 余 方 法 的 Galerkin FH, ARARE EBA o MEM m uen, 
N. 用 它们 分 别 代 入 ,可 得 单元 十 的 运动 有 限 元 常 微分 方程 组 
(BDIA + (p, 0)? X? = (L6A, 0), 
(6,4)? AO t (9,9)? Xt? = (LEA , 4)". 
由 于 这 里 共有 2x N, AGRAR A I7 LXI ,所 以 可 以 将 上 式 合并 为 
MW: zs g.W = (AS , X(?)7, 
is (6,6)? ee ate px (12.254) 
= (Og) (9,90? du (LOA, p) 


2. 全 解 域 上 的 运动 有 限 元 分 析 


(12.25c) 


假定 整个 求解 区 域 上 的 节点 数 仍 然 如 前 面 第 一 小 季 , 有 限 元 离散 后 的 常 
微分 方程 组 形式 也 类 似 , 即 
MW-g,W- lais Kis Gn, Ma) (12.26) 
为 了 通过 单元 的 常 微分 方程 组 (12.25d) 的 全 加 .最 终 得 到 它 , 我 们 采用 一 种 选 
择 矩 阵 的 数学 形式 , 即 完全 是 形式 上 的 引入 一 个 选择 些 阵 CN, X 2n ME 
阵 ) ,使 得 
W = CW, (12.27) 
从 而 (32.25d) 可 以 表示 为 
MW = gae M, = (CYTM'C, g, = (C)g, (12.28) 
其 中 M, ,gs 是 单元 人 0, 对 于 总 体 运 动 有 限 元 的 质量 矩阵 ARAM. 于 是 
FR 11 AE AE RUE NICE 


M = MM, = (co) MC, 
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g= dig = D (CY g. 


(12.29) 


12.3 ”运动 有 限 元 方法 单元 分 析 的 简单 实例 0 


现在 我 们 仅仅 对 于 一 维 的 标量 方程 问题 进行 运动 有 限 元 方法 ,特别 是 针 
对 两 节点 线性 插值 单元 ,和 三 节点 二 次 插值 单元 ,进行 简单 的 讨论 . 实质 上 就 
是 基 沙 数 的 构造 问题 ， 


1. 两 节点 线性 单元 的 基 画 数 ,以 及 次 散 常 微分 方程 组 


一 维 的 单元 可 以 一 般 地 表示 为 
2, = [ x, p xi] ,sh = 2; — Ig. (12.30) 
记 
E = (a; TE) x Gon, a = 2, 7 = 1,2, (12.31) 
A? = (ai.,,a) = (aisa), aP =a), 7 = 1,2. 


根据 固定 节点 的 “ 般 有 限 苑 方法 的 单元 分 析 We ERK 
we fd 
© = (pig)? = 0-7 6,00, g= — t € [9.1]. 


(12.32) 
在 单元 0, 上 的 线性 捅 值 逼近 函数 ,及 其 时 间 导 数 分 别 为 


(i) 
UO (rt) = BAD = - £,£)? s : 


42 
; : e ; a) iid . aun 
UM (gt) = GOAD 4 OO XO = a- eel | «cepe 
d2 az, 
= oars cy pe E fi M 
ih ch s 
2 ^G) 
2gAO (r7 20P 4. e) tij 
hi ’ A 
(12.33) 


Am, #) FS — Ae aE (12.9) 或 者 (12.25b) ,我们 不 难 证 明 一 般 地 
有 


G 
gi? "- moog, m P (ag =a)? Vi. (12.34) 


h; 
利用 (12.32~34), 代 人 (12.25c) 可 得 


* 152 - 第 十 二 章 ”运动 有 限 元 方法 


(p,p) E Pies (91. 93) 
(e; qi) (95. p2) 
(12. 35a) 
(6 "I P pare m 
] (93, $1) ( 95. $2) 
Xp, Sri 
(5,9) -| (BOTH Pdr 
a, 
E 
1/1- £ 3 6 
=f t Ja - e iR PEN ; 
.6 3 
(6,0) = |. (O/T YO dz 
ill 
ae. "sa =e ud S 
o\ € i» 
6 3 | 
(9,409 =| WOT wae 
l1 
zi t (1-8 hid = mih; 11 
6 3 
(12.35b) 


应 当 指明 的 是 ,如 果 求 解 域 剖 分 为 N 个 单元 ,并 且 左 右 两 个 端点 边 条 件 如 果 
是 第 三 .四 类 条 件 , 那 么 未 知 节点 向 量 W 是 2N+2 维 ,于 是 我 们 所 说 的 选择 
矩阵 Cr AE 


2i-1 2i  2i*1 2i *2 
t L 


A 
ó sse 
ooo 
OO 
oc co 
æ o >O © e 
E 


ecc O © 
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这 就 是 说 ,单元 A, 对 于 整个 求解 域 运动 有 限 元 离散 的 常 微分 方程 组 的 贡献 
是 
2i 1 2i 2i+1 2i+2 


: : : : 


(o, 9)? (91, $)? (9i, 9)? (gj, $)) 19 
(bg (9, 9)? (o, BI? (9, pa) 
lpr 9)? ($5, 9)? (95, 93)? (95, $a) 
(55 pU (5, 4)? (5,9)? (hy, pa) 


(2N42)x(2N 2) 


(pi LA)? 2i -1 
($1, LGA)? | — 2; 

(92, LBA) | 27 +1 
oa ie +2 


可 以 看 到 在 实际 操作 时 ,选择 矩阵 仅仅 是 一 种 数学 的 工具 或 者 形式 , 它 让 我 们 
从 数学 上 对 问题 的 讨论 更 加 明晰 ， 


2. 三 节点 二 次 单元 的 基 函 数 和 揪 值 逼近 
如 果 采 用 三 节点 单元 


2, -[z, oz] 二 [zerra], 


a) 


f= 
从 而 需要 引 人 一 个 中 间 节 点 xí). 这 个 中 间 节 点 是 不 应 该 等 于 A 的 左右 两 
个 端点 的 , 即 可 以 认为 
z$? — z = gh, 0«o0«1, (12.36b) 

于 是 我 们 有 

XO = (x1, x224) ?. 

AS = (a,,a5,a3) 8). 
AO ES LYRA oU. E 58 — PECES BK 
® - (pi gi e? = 


(12.37) 


1 1 l ee- 
(FQ DD 2250-06 ane nD) 
(12.38) 
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通过 比较 烦琐 的 推导 ,我 们 可 以 得 到 第 二 组 基 函 数 
= (G191, 50291,0393)? , 


1 lia 1 c 
n =al 2 ai pc gye2 * pgs) 
EU ee (12.39) 
2 大 oa ^! c(1-o)? 1- as), 


_1/ 1-9 1 2-56 
e C "E a{l—a)*? 1 as), 


而 县 


2 
o.lís s 1 . 
(¢1,¢1) 4(3 6 aglia 


c 1 


D uc EE ce 
(91, 93) s 3; ^ 


1 
(i) 
(pr pa) edo» 12 + 20 


(a) 1 (s - o 1 
ED peas ves 


(12.40) 


à I SHY ARS — 48 3E A PUBL, A A — 4 AE 08 35027 [8189 A 


A. 其 他 的 讨论 完全 类 似 地 进行 , FRB. 
可 能 读者 以 为 如 果 我 们 在 单元 中 , 均 取 中 点 


xi? = GP + z$), 


即 x=0.5, 上 述 的 公式 将 会 大 为 简化 . 其 实 不 然 , 因 为 运动 有 限 元 方法 的 节 
点 是 在 随时 间 运 动 的 ,所 以 即使 开始 是 规则 的 ,而 后 随时 可 能 改变 ， 


12.4 运动 有 限 元 方法 在 非 线性 波 问 题 的 应 用 


作为 实际 的 非 线性 波 问题 的 例子 ,我 们 来 考虑 Burgers 2j fe KdV 方程 


„2u, Pu 
ae YA 
du PT 


(12.41) 


(12.42) 


其 中 y= Re # HW Reynolds 数 . 0< p KL 为 常数 ,例如 p = 4.84 x 
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1074. 在 某 些 即 使 光滑 的 初 值 下 ,前 者 产生 不 定常 激 波 ,后 者 可 能 产生 孤立 波 
R. 采用 一 般 的 有 限 元 方法 ,或 者 一 般 有 限 差分 方法 求解 ,必须 取 微小 的 空间 
步 长 和 很 多 的 节点 .即使 这 样 仍然 由 于 激 波 或 者 孤立 子 的 位 置 的 不 断 运 动 ， 
使 数值 解 始终 达 不 到 满意 的 效果 , 利用 运动 有 限 元 方法 ,因为 节点 能 够 适时 
地 随 解 的 梯度 的 变化 ,所 以 能 够 采用 比较 少 的 节点 达到 很 好 的 模拟 效果 、 

这 里 需要 注意 上 述 两 个 方程 的 空间 算 子 项 中 ,有 空间 的 二 阶 导数 . 如果 
我 们 采用 两 节点 的 线性 单元 时 ,单元 上 的 插值 函数 求 二 阶 导数 将 灾 成 零 , 妈 在 
R LIGA) at 


2 3 
V a, PA” RA n 3,5 PA) 


项 将 会 消失 . 而 且 后 者 即使 是 三 节点 单元 的 三 阶 插值 函数 也 是 一 样 . Miller 
等 早 就 提出 了 一 种 方法 克服 这 一 困难 ,就 是 在 求 高 阶 导 数 项 的 内 积 时 ,采用 磨 
光 算 子 方法 . 下 面 我 们 将 在 具体 生成 离散 常 微分 方程 时 介绍 . 
首先 讨论 Burgers 方 程 . 因为 时 间 导 数 项 生成 的 单元 质量 矩阵 M CP RTT 
已 经 作 了 交代 ,所 以 不 再 讨论 . 以 两 节点 线性 单元 为 例 , 需 要 计算 的 是 
(g,,L®A)™ =- (p, 0A0,)2 A? + v(g,,0,, PAOD, 
(o, LOA)” zx (o, , PAS, PAW 


z v( o3, , 0, 9 AO 十 VP Ue 


Baa (12. 43a) 
($,, LGA)? =- m,(p,,.L@A)™, 3 — 1,2. 
显然 右 端 的 第 一 项 并 不 存在 丢失 的 问题 ,问题 在 第 二 项 . 显然 


o, =- 4a, - 1). (12.43b) 


至 于 二 阶 项 的 计算 ,如果 直接 采用 (12.43a) 的 第 一 式 计 算 ,就 需要 利用 磨 光 算 
子 , 即 定义 磨 光 算 子 函数 


"E 3 - 28 
(AY? = tien Ef aoe UAM zum — 


è à à 
P |o £5) - (AY - 2 den 


: iD 
Lr m = 
(pr ÈA) lim 24: à 


(12.44) 
如 果 采 用 的 是 (12.43a) 的 第 二 式 计算 ,未 知 函 数 又 是 光滑 的 ,单元 间 的 边界 项 
两 两 相抵 
T f-1\f-i1 1 
- (Pir: PBA) --| (Ges = y cs 


了 1 
| 
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结果 是 相同 的 . 但 是 ,前 面 的 讨论 并 没有 假定 未 知 殉 数 是 光滑 的 条 件 . 利用 
上 述 的 结果 ,我 们 容易 得 到 


y? 1 od 
(cg, LDA) = m ($a + Gar) het v], 
; Lo 
(9, LOA)? = m Teo: Z0 A, - v]. 
G) 
(9, ,L@A)™ == mlp LOA) = m (gat [22 h +x] 
s j L (1) 
(ha, LOA) =- m; (2, L@A)'? = m (ga + za] h, — 2 


有 了 上 述 的 公式 ,我 们 就 可 以 根据 (12.29)(12.29" ) 进 行 总 体 的 合成 ,得 到 运 
动 有 限 元 方法 的 常 微 分 方程 组 (12.28). 我 们 这 样 通过 运动 元 的 单元 分 析 ， 
复合 形成 的 方式 ,所 得 到 的 结果 ,完全 相同 于 Miller 等 人 的 结果 . 但 是 我 们 的 
方法 是 更 灵活 简便 和 容易 进行 . 

进一步 考 忠 三 节点 二 次 插值 逼近 的 情况 . 由 (12.36~~12.40) 得 

条 = pir, 91, 91,07 


T S TN Se Sag Og 

= (St) petris 0r), 
GUY ae (a) 2/1 x 1 1 
o = ( Pirr > Pare 924) = RR uc 


(12.46) 
利用 (12.38~12.39), 以 及 下 面 的 基 梢 数 的 积分 表 和 对 称 性 ,我 们 也 不 难 求 出 
运动 有 限 元 方法 的 常 微分 方程 组 的 右 端 项 


h, sS 1 
{1-6} \30 


PLR ,由 于 对 称 性 我 们 只 列 出 来 上 三 角形 的 积分 公式 ， 

如 果 用 运动 有 限 元 方法 求解 KdV 方程 ,显然 采用 二 节点 的 线性 单元 不 
可 能 实现 . 即使 利用 三 节点 的 二 次 单元 ,也 需要 对 于 三 阶 空间 导数 的 情况 进 
行 分 部 积分 RAAB IAT HAE RAB a. 例如 


12.5 运动 有 和 限 元 方法 的 研究 课题 和 进展 1157 - 


+ 


NIS N|% 


‘ 
O) uy al 2: 
(e, CBA) aa) = lim d 


1 
te) 
| É 


pdr( A) ， 


十 s 
2 3 
& | 
) DE 
73 


3k HL d DL D CER RC 285 A p, (A 072 EAEN 8 PRs, WRB 
积分 号 外 . 我 们 不 难得 到 
G) [a 2? a4 
Cpl PAd)" = ( ep tres) 
Cpr (BA Jaz) = 0, 


Cs (042,0. = (8 - At 4 i1). 2.47) 
利用 上 述 结 果 和 前 一 节 的 公式 ,我 们 容易 求 出 对 于 KdV 方程 的 运动 有 限 元 方 
法 的 常 微分 方程 组 . 不 过 要 注意 每 一 次 计算 到 W"*1, 我 们 需要 计算 每 一 个 单 
元 的 中 间 节 点 的 分 割 比 s 和 其 他 的 量 , 璧 如 hi, bibb FF. 并 且 当 出 现 
go 一 0 或 者 o 一 1 的 极端 情况 时 ,能够 适时 她 进行 处 理 和 调节 ,以 避免 运动 节点 
过 分 的 集中 . 
总 之 ,这 种 运动 有 限 元 方法 的 单元 分 析 途 径 ,是 十 分 有 意义 和 有 效 的 ， 
1990 年 以 来 的 许多 研究 者 也 开始 采用 这 种 单元 分 析 的 方法 , 特别 是 这 种 方 
式 更 加 有 利于 运动 有 限 元 方法 的 理论 和 应 用 方案 的 研究 . 


12.5 运动 有 限 元 方法 的 研究 课题 和 进展 
运动 有 限 元 方法 的 主要 问题 是 : 


1. 节点 的 自 适 应 调节 和 控制 


由 于 在 运动 有 限 元 方法 中 的 所 有 节点 都 是 运动 的 ,在 实际 的 数值 计算 , 特 
别 是 在 间断 解 的 数值 模拟 过 程 中 ,常常 可 能 产生 节点 的 过 分 集中 ,甚至 有 收缩 
和 凝聚 的 趋向 . 因而 不 得 不 进行 计算 过 程 的 节点 重 置 ,这 给 计算 带 来 很 大 的 
困难 ,为 此 ,方法 的 提出 者 采用 了 引入 节点 则 的 黏 性 系数 ,或 者 说 节点 间 的 弹 
性 因子 . 例如 他 们 在 (12.16—12.17) FRA TS A LR PER ,将 二 次 式 变 为 
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(RR) = IU- LUI? 
N (12.48) 
= 1U- LUM +X elx, - X, ^t. 


论文 [145] 利 用 节点 速度 的 线性 化 表示 , fE i Ti VT £6 
的 运动 有 限 元 方法 . 这 种 控制 节点 运动 速度 的 思想 是 非常 有 意义 的 . 同时 ， 
采用 二 节点 单元 ,并 适当 地 控制 中 间 节 点 的 长 度 比 c, 或 者 采用 其 他 的 限制 因 
F ,可 以 达到 需要 的 效果 . 这 也 是 运动 有 限 元 方法 的 一 个 很 有 趣 的 研究 课题 . 


2. 常 微 分 方程 组 的 刚性 问题 


运动 有 限 元 方法 节点 的 自 适应 运动 和 它们 向 解 的 大 梯度 附近 的 集中 , 特 
别 是 因为 两 组 基 函 数 的 复杂 情况 ,其 中 第 二 组 还 是 间断 的 . 因而 生成 的 质量 
矩阵 M 常常 是 坏 条 件 的 . 右 函 数 又 是 非 线性 的 ,如 果 写 成 未 知 数 向 量 形式 
g 二 BW, 同样 是 坏 条 件 的 . 所 以 得 到 的 常 微分 方程 组 多 半 是 刚性 的 (Stiff). 
从 而 ,一 般 要 求 采 用 比较 有 效 的 数值 解 方法 . 我 们 认为 采用 Shu 等 人 提出 的 
显 式 或 者 隐 式 的 Runge-Kutta 方法 是 有 效 和 高 精度 的 ,当然 ,这 也 不 失 为 一 
个 有 一 定 难度 的 研究 课题 . 


3. 运动 有 限 元 方法 的 理论 分 析 


显然 ,运动 有 限 元 方法 的 理论 分 析 比 起 一 般 有 限 元 方法 来 要 复杂 和 困难 
的 多 . Baines 等 人 [09301239.1031 进 行 了 运动 有 限 元 廊 法 的 误差 估计 ,收敛 性 等 
的 理论 分 析 ,他 基本 上 是 针对 一 维 问题 进行 的 . 特别 是 Baines 的 许多 论文 , 采 
用 了 Legende 变换 ,速度 映射 ,特征 方向 等 的 新 概念 . 


4. 多 维 问题 的 运动 有 限 元 方法 


不 言 而 喻 ,运动 有 限 元 方法 的 多 维 推广 是 相当 困难 的 . 虽然 ,也 已 经 有 如 
Baines 等 人 的 理论 探讨 ,但 是 真正 有 效 地 进行 实际 的 数值 计算 ,进行 非 线 性 波 
问题 的 数值 模拟 ,还 是 罕见 的 . 这 方面 的 任务 相当 艰巨 . 最 近 Carlson 和 
Miller 的 两 篇 著名 论文 给 出 了 可 喜 的 进展 (521. 特别 是 他 们 提出 了 斜 量 加 权 
的 运动 有 限 元 方法 ,而 且 在 实际 应 用 中 ,尤其 是 在 非 线性 波 问题 的 二 维 计算 
中 ,得 到 了 非常 漂亮 的 结果 . 

这 里 ,我 们 仅仅 列 出 了 最 具有 代表 性 的 参考 文献 . 有 兴趣 的 读者 可 以 进 
一 步 查阅 这 些 论文 后 面 的 参考 文献 
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间断 有 限 元 方法 (discontinuous FEM) 的 出 现 ,最 早 可 以 追 湖 到 1973 年 
Reed 和 Hill 关于 中 子 输 运 方程 问题 的 论文 477. 特别 是 80 年 代 以 来 ,出 现 了 
丰富 多 样 的 DGM 方法 ,如 Bassy-Rebay 方法 ,Baumann-Oden 方法 , Babuska- 
Zamal 方法 等 . 由 于 众多 学 者 的 不 断 发 展 ,间断 有 限 元 方法 ,近年 来 发 展 的 间 
断 Galerkin 有 限 元 方法 [8'109.03] ,特别 是 90 年 代 以 来 ,以 Cockburn 和 Chi- 
Wang Shu 为 代表 提出 的 Runge-Kutta 间断 Galerkin 方法 [9 -3?1 ey ASE 
目 ,在 许多 方面 的 应 用 上 显示 了 前 折 末 有 的 效能 . 在 解决 含有 间断 现象 的 问 
题 中 发 挥 着 越 来 越 大 的 作用 , 它 广泛 地 应 用 到 了 水 动力 学 ,气动 力学 , 波 传播 
等 问题 . 数学 上 , 它 在 解决 无 论 是 椭圆 方程 (elliptic equations)! 9), XX Ha Spi 
律 组 (hyperbolic conservation laws) Ilamilton-Jacobia 7f BU"! ,对 流 扩散 方程 
(convection-diffusion equations) 57:9! ,还 有 KdV 2; #847! , QHD (quantum hy- 
drodynamic) 7j F€ . MHD( magneto hydrodymanic) Fy ££ . 黏 弹性 流体 (viscoelastic 
flow) f8 Maxwell 方程 等 问题 中 都 是 卓有成效 的 ， 

从 总 体 上 来 讲 , 间 断 有 限 元 方法 既 保 持 了 FEM A FVM 的 优点 ,又 克服 
了 其 不 足 . 特别 是 易于 处 理 复 杂 边 界 和 边 值 问题 ;同时 DGM 具有 灵活 处 理 间 
断 的 能 力 , 克 服 了 一 般 FEM 不 适 于 间断 问题 的 缺点 ;DGM 方法 精度 的 提高 
可 以 通过 适当 选取 基 函 数 , 即 提高 单元 插值 多 项 式 的 次 数 来 实现 ,这 克服 了 
FVM 中 通过 扩大 节点 模板 计算 训 分 单元 交界 面 处 的 流通 量 的 方法 来 提高 精 
度 的 不 足 ; 由 于 近似 解 的 间断 性 假设 ,对 网 格 正则 性 要 求 不 高 ,不 需要 考虑 像 
一 般 有 限 元 方法 中 连续 姓 的 限制 条 伴 就 可 以 对 网 格 进行 加 密 或 减 玖 处 理 , 而 
且 不 同 的 前 分 单元 可 以 采用 不 同形 式 .不同 次 数 的 逼近 多 项 式 , 有 利于 自 适 应 
网 格 的 形成 ;尤其 是 Runge-Kutta DGM 中 ,由 于 单元 基 责 数 在 单元 交界 处 允 
许 出 现 间 断 ,可 以 通过 适当 地 选取 基 函 数 ,使 得 质量 些 阵 是 分 块 对 角 的 ,而 且 
每 一 块 的 阶 数 和 相应 单元 的 自由 度 相同 ,并 且 在 每 一 步 Runge-Kutta 计算 中 ， 
为 了 求解 给 定单 元 内 部 的 自由 度 , 只 需要 相 临 单元 的 自由 度 ,从 而 处 理 器 之 间 
的 信息 传递 量 保持 最 小 .有 利于 并 行 算法 的 实现 . 


13.1 一 维 守恒 律 问题 


1. 空间 离散 及 弱 形 式 
间断 有 限 元 方法 是 利用 完全 间断 的 分 片 多 项 式 空间 作为 近似 解 和 试验 函 
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数 空间 的 一 种 有 限 元 方法 ， 

考 虚 一 维 守 恒 律 组 

u,* f(u), = 0, x € [0,1], (13.1) 

B ^8 AERE [0,1] 008 6 Lm [zi isziyrl2]=1)2…，,N 其 中 zt 
= 0,zw-iz=1.， 定义 离散 区 间 中 点 为 g= rintra) GUTES 
Az =r aT 4,-10. 实际 上 ,单元 长 度 不 一 定 是 一 致 的 ,这 里 为 了 叙述 的 简 
便 , 采 用 一 致 长 度 Ar. 设 有 限 元 空间 为 U; = v: v€ L'[0,1] ol; € PSI , Dl 
dimU, = (k +1)N. 

如 下 定义 间断 有 限 元 方法 ,用 连续 函数 v 乘 方程 的 两 端 ,并 利用 分 步 积 
分 ,得 


| vude - | flu) v dz + flu Dui - flu, ie; ae 
了 t SR 42 


用 有 限 元 空间 近似 函数 ur 和 wv; FE PROC u v ,为 了 简单 我 们 仍 记 为 u 和 
v NA ES SEES OR uE U, ,使 得 
(RE = | Puede 十 (529,1 2 fa9 te 0, 

Vv€ U, (13.2) 

R. 其 中 数值 流通 量 
f. }= fw 14 HEDE (13.3) 
45372453 

ERB v t iab vv 三 1, 则 有 


1) =0. 
2 


因为 v， Lv, 


+} = 


id ul — 
Ee zl f.p =0. 


从 上 式 可 以 看 出 , 当 基 函数 取 为 常数 时 ,间断 有 限 元 方法 可 还 原 为 有 限 体积 方 
法 . 一 阶 的 间断 Galerkin 方法 相当 于 一 阶 的 有 限 体积 方法 . 


2. E IKE RE RACR IRSE 


由 于 空间 U AS as CE foi tb Bu [8] BT AY, 7s [e] 8E 7o E ES e e X T A 
BEX MURN ELTS SEE 4 ANKARE. 如 对 我 们 所 考虑 的 
SF 82g 8 (13.1) ARMAS oH 


L= iget, £5 


Ag c)7bReN, (13.4) 


13.1 一 维 守恒 律 问题 -16l > 


则 解 u(x,t) RRA 


k 
uy(x,2) = Djal), € L, (13.5) 


SEE BL PAB u CO ISIS, ISSN. 

当然 ,这 组 基 并 不 是 最 好 的 , 它 形成 的 重量 和 矩阵 复杂 . 我 们 可 以 选取 ,或 
者 构造 其 他 形式 的 正 交 基 郴 数 ,使 得 质量 矩阵 对 角 化 . 

进一步 , 取 = 6", RY 


du(t) x . 
» dop Ee" dx 一 JAX P ane ldz 


"ETT! 


: (13.6) 
$ vb 117" 
thala) Alz) =o 
WA M ,我 们 知道 它 是 人 +1)x (kh + OE, 
= 二 
Mpm = Ar|? Eede, (13.7) 
1-2 
进而 易 求 M L 上 式 进 一 步 可 化 为 如 下 形式 
0 | 0 1 r 0 
dz0(z) | fade $ -4 
du! (t) 2 2 
1 1 i > 1 1 
W|I | 
du*(t) : : 
zi 1 k ae d k 
ij, feos ad (3 ) | Ii 2 ) | 
至 此 ,我 们 可 以 给 出 间断 有 限 元 方法 的 具体 计算 步 又 : 
(1) M. 


(2) 计算 线 积 分 | f Go D) Srdz, 它 既 可 以 准确 计算 ,也 可 以 利用 
MR 等 效 信 积分 公文 亲信 


GE a7 ME) uan D af- A y he 


z3 


3. MATKE 


定理 13.1 WR (13.2), RATA HA SR (cell entropy ioequality) 
U(u),* Flu), <0, Uu) So. (13. 8a) 
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Bp E 
- RE U(u)$, + F(u)$,)drdt <0 

意义 下 ,有 
a | Ut dz + ie (13.8b) 
Ax i, d Ax i 

其 中 


2 u u 
UG) = S, F(a) = [Ud f Gods = [uf (wd. (13.80) 
证 明  fE(CI3.2) PE v — uu WA 
| wear 一 | feos * flu, - 


1 
2 

定义 g(u)= IO g (u)7 fCGu) W 
| Duda = | g Gu de = | elu ede = a(d)- gù% 4), 


所 以 (13.3) 式 可 化 为 


F(u) = [uf Ga =- ("udu + uf(u), 
HEMP y= ogluna) t fetus MARIEH ALE 


145 4 
Fus) =— gí(u)4 f(u)u = Flu). 
则 有 
[UG az + Fag -È PS 1 + g (8)- 4. ui = 0. 


因此 ,下 面 只 需要 证 明 上 式 左 端 后 三 项 非 负 , 即 证 明 
g(*:-1)- fiui. 

由 于 

glu*)- glu) f(iu'-w) = f(O)K(u*- uw) - flut- u`) 

= [f(GBD - flu ou )](u*- u`), 

Hp eu Au ZA: 

(0) BR utu Bet -u 0, xeu AA FE FC +4), 
有 


13.1 一 维和 守恒 律 问题 + 163 + 


FCEE) - fu ,u*) = fC6,8) - FE, ut) + f(E,u*) - flu ut) z0. 
(2) 如 果 utc. , 则 同样 成 立 . 
因此 有 


BH ES (EL, 稳定 性 
d [1 u2Y 
fl, (5 Jez «o. 
: R _ [l u?(z,) 
若 定 义 能 量 EG)- p. c dx ,上 式 等 价 于 ECOSE(Q). 


4. 关于 限制 函数 或 限制 器 


DG (discontinuous Galerkin) 方 法 的 设计 目标 是 使 得 
TV(u"*) x; TV(u") + OCh). (13.9) 
对 我 们 所 考虑 的 一 维 守恒 律 组 , 当 基 函数 取 为 常数 1 时 ,得 


dz A E 
E * Ac cube. fag = funtu). 
我 们 希望 引 人 限 制 器 (limiter) ,并 利用 Harten 引 理 ,构造 TVD 格式 . B% 


uini us. HO ,在 不 影响 光滑 区 域 的 精度 的 情况 下 ,抑制 非 物 理 振荡 . 
e? 


wu, rd uw, ;= Wu 


* 
2 7 1- 


l, 
2 
FH ui? = m(u, Asu, A- u ARR u, ARD = mu, Au A RE 
ü MP m. 昆 如 下 定义 的 minmod 函数 

smim<c,<: | 2, 1,24 5 = sign(a,), 


m(a;.a35, sai) ZH 其 他 ， 
从 而 可 以 求 得 u u) mp (参见 (7.34) 式 ). 
下 而 证 明 引 人 限制 器 后 ,格式 是 TVDM (total variation diminishing in the 
means) 的 ,这 是 因为 数值 格式 形式 为 
du 1 


(13.10) 


frei. Seo 一 
t Foe 5D =0. 
利用 时 间 Euler 前 差 ^ 
n n 1 m 
ur 1 ~ uj 一 AG, fv, A, A 


则 可 利用 Harten 8] EE 8 
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- 十 
Ql 
fg TET 


三 一 Ef, lsu 


- A[fGu 1 i: uit) = Flay du uf 1)] 
C 1 = p 
dt A, u, i 
: alfa, LE = Play aay 1)] 
De 1 aoe 
由 于 f Æ Lipschitz 连续 的 ,所 以 
XL eid ua) Li (| 


+1 了 + | 
Ca S Uj+l n u, < eee 一 u, 
EF à; ua c uy 同 号 ,但 其 绝对 值 不 大 于 u a-r 的 绝对 值 , 同 理 ,对 
à, 也 成 立 , 因 此 有 


u 一 üy 4, te P ü, 
I< — — t < 1- 一 一 一 一 一 十 一 — <2. 
B41 7 4, Wr T U; Bye Uu, 


又 利用 数值 流通 量 的 单调 性 Fit 4 ^Y ) ,所 以 
sC, ot <2A,L 2. 
同 理 ,可 以 得 到 0<D, 1<2A,L,. 所 以 在 满足 CFL 条 件 
MEE T 


T Ee AE = 


li (13.11) 


时 ,我 们 有 
Ct + Dt 1 x2AL;t2A4!L xl i 


至 此 ,证 明了 修正 后 的 格式 仍 为 TVD 的 ,并 且 是 TVDM É. 

下 面 的 问题 是 ,加 入 了 修正 限制 后 ,对 格式 的 精度 是 否 存在 影响 ? 也 就 是 
说 什么 时 候 可 能 出 现 Sm = us Ba, Au, FA uy AS, Ala, |< 
min (JA, u, |, lA a, D). 实际 上 

üj - 4, = uj t + Oh’), 


这 是 因为 ,利用 Taylor 展开 ， TUS 


HN. 


u(£)d£ — u(x) 


p E 


13.1. 一 维 守 恒 律 问题 ' 165 > 


1 ze u E u P x) 
zd (ultu (x)&7 gt 6 ge. 


(k) 
4 4 AE? peter. u(x) jdz 


= Oth’), 
pei u= Uy u, 十 OC&?) =(u,) h * OCR?), 


2,—u,-17 uy u, -1t OCA?) c Qu) A + OCh*), 
uy =u 7, =u pep us + OQ) = TG) + O(8). 

此 ,只 要 wu 50, Ah C1, BERT AR uA uy AA a, AS, Bla, \<min({o.4,1, 
He D, BE u, = mlu, „Asu Sou). 因此 我 们 可 以 说 ,限制 器 在 光滑 旦 单调 
区 威 不 影响 格式 的 精度 . 

例题 ”证明 对 方程 ut xz =0, 利 用 上 述 限 制 回 格式 是 TVDM 型 的 . 

证 明 i 


" = az] sinn 


数值 格式 为 
du, 1 ,a 
A. " = 
di PAS ny h pah 
SOP f iSu, M 
ita PUS 
ust! cut- A [ujt u7 717 ui] 


A = Sor i 
*)D,.1 Ee i, , 则 有 
Mel. 
TC Seda Oca um 


xL CIN E 由 Harten 引 理 ,可 知 格式 是 TVDM fij. 
2 
进一步 给 出 TVB(total variation bounded) 限 制 器 满足 


TV(u(T)) <TV(u(0)) + 0(1), (13.12) 


此 时 ,修正 的 minmod 函数 为 
- c l ay I< Mai, 
maisa sar) = m(a,,a4,77,a)) ,其 他 ， 


其 中 M 是 可 调 参数 ,从 数学 上 来 讲 , M 之 了 max| xs(z)|. 注意 ,如 果 M K 


(13.13) 
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的 太 大 ,会 产生 振 划 ,如果 M 取 的 太 小 ,格式 在 极 值 点 附近 会 降低 精度 ,所 以 
M 的 选取 具有 问题 依赖 性 . 


5, 误差 估计 问题 


假设 ur 是 间断 Galerkin 方法 所 得 的 近似 解 , x 是 原 偏 微 分 方程 的 解 , 令 
e— u 一 uy 表示 误差 ,对 于 线性 方程 


t 


Heh, AR ua"(xz) 是 光滑 函数 ,我 们 有 
定理 13.2 存在 依赖 于 让 和 上 的 常数 c, 使 得 
| eCT) M med utl ht, 
Il eCT) |l gsel utl pn nt*$. 
证 明 我们 首先 证 明 第 一 个 不 等 式 , 它 是 一 个 比较 能 的 结果 . 引进 


rn 本 rN 
B lu, v) = | ib u,odxdt -| XÍ, uv.dadt -| dee ADv], ad 
0-4 F 


其 中 [vw]， d v,,1- v, 1 FIERE vj, =[v], Lem 
以 有 


m +u, =Ü 
u(x,0) = u(r), 


i el d 


B,(u,v)20, Wue V, 
注意 准确 解 x 也 满足 上 述 数值 格式 ,x 是 光滑 函数 ,具有 直到 B2 阶 连续 导 
数 ,所 以 有 


B,(e,v) 2-0, Wve V,. 
为 证 明定 理 结果 ,我们 还 需要 下 面 的 引 理 
引 理 
BC v) = EI (T) M - (00 HP nC), 
其 中 
(v) = ib Èl ol ade. 


WERA 
ace ff (Fa [3 [SGP Je 


17d 2 2 


T m 
-上 21 Mes ,.1dt 


j=l 
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所 以 
0 = BG, n) = F CT 22 7 T H ualO) 2 + Orl), 
引 理 得 证 . 
进一步 有 
i us CT) | i2 * Zaril vw) = | u, (0) ll P. 
也 就 是 说 ,L? 模 不 增加 AE AD, HT RRE DEER , A 0 F AORE h 
TN UP E 
LX Pat < Ih oy 0) He. 


0,21 


利用 引 理 , 设 Phe 是 e WL, 投影 , 则 有 


BC GO P.C) =È P(e TN? =F Il P(e) QD 12+6r(Ph(e))， 
Bi (Ps(e)—e, P(e))= By (P(e), P(e)), 


1Pi(e)(0) 1? = | P, C)* Patel0)dr = | PyCe(0))-e(0)dx 


= f: Cu- u, io Pa (e(0) de. 


BR un 人 0) 为 4(0) 的 工 ; REM | P,Ce(0)) = 否则 不 为 零 , 但 取 值 比 
St. 
B,(P,(e) 7 e, Pyfe)) 


Trl "ES 
= [iP Ce) -Pedrdz - [27], (P, Ce) - e) Pyle) ade 
E pos (P, (e) =e); 1L P. CO], 1dr. 
注意 


B,(e) -e— Palu —- u4) (u - uj) = Pau - Puy — u + up = Pau, 


所 以 上 式 前 两 项 为 0. 因此 


N 
IB. C. le) e P. GIC | D (On (QD - 7. 1 
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ah [POP 


i 


T ut i 
3 2 CP, Cu oce [i LP. Ce) 5. 1dt 


T 2k+1 N 
< f at Y } luluta g adt sU C). 


从 而 ,存在 依赖 于 ,人 的 常数 -使 得 
| P,CeCT T? + Or( P Ce) R2" ulate, 
le(T) xl e(T)- Py le(T)) + P,Ce CT) HI 


< fi e(T)-P,Ce(T)) | + tl P,CeCT)) (x FS MET gt. 
对 于 定理 中 的 第 一 个 不 等 式 , 即 得 到 改进 的 误差 阶 , 使 之 最 优化 ,我 们 利用 插 
值 投影 算 子 R, (u RE P, (wu),R(u) 是 部下 定义 的 : 设 [ — 1, 1] CIS] E RS 
k * 1 T Gauss-Radau 点 为 

-1S xg r Se ED ra X ox. = ]， 
并 和 且 对 次 数 不 超 过 2& 的 多 项 式 p(xz) 准 确 成 立 

| ptz)dz 三 2, wiplz,). 
而 R,(w ) 就 是 惟一 的 次 多 项 式 , 使 得 
Rilw)(x)= ur), jij-0,1,.h, 


| (R,(Cu) - u)vdx =O, 
其 中 u 是 次 数 不 超 过 ! 的 多 项 式 , 而 v 是 次 数 不 超过 2k ~ 0 的 多 项 式 . 
| B,(R, Ce) -eaGce»l«[ T (Ri(w)— u,) R,(ejdadt 


-> 2 2j. (R,Cu) - n) R, Ce) dade, 
T) Hag E ie RT BHR y BH ate, ,可 得 定义 中 第 一 式 的 证 明 . 


13.2 二 维 守 恒 律 问题 的 间 汤 Galerkin 有 限 元 方法 


考虑 二 维 守 人 恒 律 组 
u, +V- fu) - 0, (13.14) 
其 中 


reiru) ER, FT VS EE 


DZI 9z2? 
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1. 单元 离散 和 梯形 式 


令 K 表示 剂 分 单元 ,e 表示 单元 下 的 边界 ,neg 表示 单元 芭 的 边界 e 的 
外 法 向 . 同样 用 连续 函数 v 乘 原 方程 的 两 端 , 并 利用 分 部 积分 得 


| uvdz - | flu)» Vode + | f(u)* nvds = 0, 
K K aK 
即 原 方 程 的 弱 形 式 为 


INCUN E INICY a V mdr + PE x nkCug) vi ds zn. 


(13.15) 
数值 流通 量 f'n 按照 一 维 的 取 法 ,如 


0 (13.16) 
其 中 
a = max | (V f(íu) * n) |. 

Fe nV A UE A HE : 

(1) 相 容 性 P n(u.u)7 f(u):ni 

(2) 守 但 性 Fengu ,u* )72 feng (uu), KNK =e; 

(3) Lipschitz 连续 性 ; 

(4) 单调 性 f nC. 4). 
在 单元 K PRB BAS... AR iS EE P: 


u, = > uPd,(r),2 € K. (13.17) 
£-0 
4 uu = (UP uo ak?) (e+ 1) X (A+ 1) ARR A M, H M, = 
| ptdr, A, = [Uus fes de JME REMC FTE 9 


E iin f(u)=(Au, Bu) Au, 
非 线性 ,利用 Gauss 数值 积分 
Bu, + Bo (13.18) 
i€ak 非 线 性 ,利用 Gauss 数值 积分 


2. 限制 器 问题 


对 三 角形 剖 分 ,如 图 13.1 所 示 ,在 每 一 边 的 Gauss 点 或 中 点 m Sh ux 
=u 一 uk; 并 且 从 图 中 可 以 看 出 ,有 如 下 的 线性 组 合 


bom = al bobi By bobz,a1, 5 之 0， 


+170: Stak HRERS A 
同时 有 


bom, 三 一 (11 bob; * 61 bobs), 715 E = 0 
RRA u 是 线性 的 , 则 同时 有 
u= ay (ux, ~ ux) + Bi ug, - uk). 


u 三 一 Vilak, ER ux) + oi (ux, - uk). 


13.1 一 个 标准 的 三 角形 单元 


则 可 利用 
mu, £CaqCux, — ux) + Bilur, ~ uk)), 
é(— yilar, - ug) 一 C1 Cuk, - ux))) 
代替 u ,这 里 ED>L W g=1l.5. 这 样 选 取 限 制 器 后 ,在 光滑 区 域 x 不 受 影 


响 ; 而 在 极 值 点 附近 ,精度 降 为 一 阶 ,为 了 克服 精度 降低 的 现象 ,可 以 选用 
TVB 型 限制 器 ;ui 满足 最 大 模 条 件 


max(u,)k < mox u, x. 
"F Bi Fh RB SE FH AE 10 2 BT 88 Sc ct OR 仍然 考虑 二 维 守恒 律 组 
wu, + flu), + glu), = 0, 
则 有 : 


PAP eG Dela wardy - [PYF rs v Gu 


» 下 
yA 7, 


nie al- 


M 
1 
mp w- 


+ gCu(z y t))o, (x, y) dxdy 


+ 人 Flulrnyo yt) uleng yst) OZ y t)dy 


»- 


y 
P "féutGxzao yt) (rit yt u(r, y, ody 
7 


gu riy i th ulr yhp Ov Gr y; 1. tdx 
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Lobo 
-| (UTCry y? 2 DO) v Gr y} t)dz = 0. 


“4 
di PARR PT BY VA SD BERR. BU 


i,q Bos 3» 
Ps Hr Ay, /2 


pis Toe: YIM FIM ITY (z 2 1 人 1 
U'An/2'5yj/2' Nx; /27 Nyj/2' Vx, 72 3'iAy/72 3" 


AB TIC EERE PABA $1, 92,93, 0. s, be, DU EBORE PESO CON 


M; = Yrapcoffésazas. 
IE DpP4i:LEPEBEITTIA EU EE 
u(a,y.t) 二 us, + Uit * Uy Ps» 


则 类 似 于 一 维 情形 ,这 样 定义 限制 器 :改变 tay u y AY EL, BP 


(mod? 一 dí MEA 
ue min mod( u pi, s Es u 
(mod) 


ES 


poty € 

= min mod( u pys u; y «1 Uy Hy T usu -1). 

限制 器 既 可 以 是 TVD 型 ,也 可 以 是 TVB 型 的 ,对 于 二 次 基 函 数 ,我 们 有 
u(z,.y.t) = ug t ufi + ufa way ba t uuuds + tywbe. 


利用 限制 器 改变 i , LE v U yi; * U rriz » H yi; 的 值 : 


E x RAL, 
rj Hitz = ug LET t 3 U rrij 3 Uyyiy > 
= eee patie 2 + 1 
U riy = ug ee Uri 3 Urry 3 U yy 
(mod) _— a dt cta 
zi 二 m(uj.u LIES us ug Ui-1,j)> 
= {mod} _ aa = eee 
ri -m(i,,u,, Ui Hisl usu). 


同样 在 y SIDE aH k, Hau, ü.ü, FE Uzi ty Uz, Uy AY RM. A 


—~la,a,a ,ü Himigl e 
BR ule”, mod? ， un yO |， 

对 于 项 xs 如 果 在 区 间 工 内 实施 了 了 minmod 函数 , 则 令 xs =0, 和 否则 保持 不 
*. 


(mod) ao) jo» giao | 


| ups trr us tyy} 


y" 


13.3 对流 一 扩散 问题 的 混合 元 方法 


考虑 一 维 对 流 点 优 的 方程 
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U, = ug (13.19) 
初 值 u? = sin x ,其 准确 解 为 u(x,t)=e ‘sinc TERI AZ A RICE XI 
一 般 方 法 ,用 光滑 函数 Re EE A 


f vtu ~ u,,) = 0. 


4 


利用 分 部 积分 公式 整理 得 
| uyodr +f u,v,dr — u 
I 1, 


vnb —u, (v, i =0. 


rl H 
Mt Y Ine 


AREHAES =p lui + wx, ), 从 数值 模拟 结果 可 以 看 出 是 不 对 
的 . 为 了 能 求解 这 类 方程 ,我 们 给 出 一 种 混合 方法 . 
将 方程 u= wx 进一步 写 为 


u, 7 q,7U0, 
{ (13.20) 
47 u, =O. 
因此 有 
NIIT - q,jdxz = Q, 
i (13.21) 
| w(q — u,)dz = 0. 
I 
进一步 利用 分 部 积分 公式 整理 得 
| wed + | red 一 TRST" + q,-10;_1 =0, 
1 ' (13.22) 
| wade + NE 一 uj lu ud T u,- pwj} = 0. 
数值 流通 量 可 以 采用 Bassi & Rebay 取 法 : 
PS. Y 、 _ 
gii ex 3 layed + q;41), qt = um 
D MENÉ - lue, o 0823) 
ud = PALA n wj.t), “its = + 


我 们 有 稳定 性 结果 


定理 13.3 1 uCT) 1 和 +2|， Waco bars Uwe. (13.24) 
AE RH 1E(13.22)'P v=u, w=q, NF 


2 
u - e ^ TE 
is (es ) dz + Jod = Ged tpl tg iu i 0, 


ui - 
E dx + | aude ulg} t ut 
4 J 
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将 上 面 两 式 相 加 ,得 
Fouls leo Ip 
g 2 [2/419 1- 4j. luj lo galus] + 4j-18j-1 - Vj419,.1 
+i aua] =0, 
进一步 可 写 为 
yi (OV Te e 


> K j+4 Hagen -g4 m 4.494144, ul cu 19,4 I jet] = 
0. 
而 在 a, táb, 
vus a ae a ee ae 
1 + m 


FS Gey Whe + deo = 9. 
ERJ ;+ 积分 PREMER. 
上 述 方法 向 二 维 推广 做 法 和 一 维 完全 一 样 . 
进一步 考虑 非 线性 对 流 扩 散 方程 
u, + (f(u)), = Ca(u)u,),, a (u) 20. (13.25) 
= aw. 7 glu) BER g(u)= | Va Ca) du, 则 原 方程 化 为 
eic Rp Ren 
q-Va(u)u, -0 9Xq-g(u), - 0. 
间断 Galerkin & 867; Hs ASHE SS OR u.a, € Un ,使 得 


| atx Do Gd 一 MO + f, Valu) gu dz 
+ G4 — Wale )g),, ped 7 G4 =O alwa), 1011.70 


2 


(13.26) 


(13.27) 


KITE - MOX 


E + 
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"guy wrt t glu] - 0. (13.28) 


i 
5E 3813.4 


4f ex(z,T)az +| 


i 1 


1 1 
| ete, ard < i| iG Ode. (13.29) 


0 p 
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仍 考 虑 守恒 律 组 
U, * f(U), - 0, (13.30) 
其 中 
ui fiu uo uu) 
pes que [Ri e iL. quss 
Um fau un uas sty) 
矩阵 
人 
uy’ du,’ 'du,, 
3f, 3f; 3f; 
3 NEM sU, 
f(U)- RE = [Pu du Chu, (13.32) 
3f, 9 fm af, 
x a 
有 m 个 实 的 特征 值 和 一 个 完备 的 特征 向 量 组 
AU) & A;(U) Ss & A,CU), (13.33) 
ri(U), ra U), ,ral U). (13.34) 
定义 矩阵 


R(u) = Gu(U) sr QU), REIU URO) = ACU), (13.35) 

其 中 A 是 特征 值 组 成 的 对 角 和 矩阵 , 设 i;(U) 是 矩阵 CU MAREE, 
R71(CU)= (hU), sla UD ! 为 左 特征 向 量 组 成 的 矩阵 . 

PH ENO 格式 中 的 讨论 一 样 ,我 们 首先 考虑 线性 方程 组 ,电磁 ,声学 中 
大 部 分 都 是 这 样 的 线性 的 方程 组 l 

U, + AU, = 0. 

RA 为 常数 矩阵 , 则 具体 步骤 为 : 

(1) 求 A 的 特征 根 和 特征 向 基 , 记 特征 根 组 成 的 对 角 和 矩阵 为 A , 右 特征 
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[5] 2E RARE R ,相应 的 左 特 征 向 量 组 成 的 矩阵 是 RO. 
(2) 定义 VER 1U= (vi yumi. 
(3) 对 每 - -个 v, 的 方程 (7 = 1,2, m) ,利用 标量 格式 . 
(4) 用 UU= RV, 还 原 到 原 变 量 U. 
进一步 ,对 于 非 线性 方程 组 
U, * AU), = 0, 
可 以 将 其 改写 为 
U,+ A(QU)U, = 0,A(U) = f(U), 
X R(U), R (U), ACU), ACU) = R(U) AR !(U). 可 得 
U, * RCU)ACU)R ^ (U)U, = 0, 
R (U)U, - ACU)R ICU) U, -0. 
注意 ,对 于 数值 流通 量 ,经 常 采用 近似 的 或 准确 的 Riemann 解 ,我 们 注意 
其 单调 性 FC.) FOSC OE IU. ,对 方程 组 情形 不 适用 ， 
对 于 上 述 非 线性 方程 组 ,我们 可 以 按 如 下 步骤 求解 : 
对 每 一 个 国定 的 了 ， 
(1) 计算 平均 值 U, ,村 ,如 利用 简单 平均 


l^. 
U,+4 = Zl, + Ui) U+ 


或 利用 Roe 平均 
1 = U**(U,,U,1), um = pery 


lpr- + 
P 350 * Ui). 


3 
nbULRD, 
满足 
f, = fCU)) = FOP, UO - U)- 
(2) 计算 R,, ios Rida Apis BERE ACU,.15)— R42 AR da ,为 简 
Hin RR A. 


(3) 计算 如 下 各 式 
V,=R°'U,, VaR Ua’ V;asRCU,a, 
Va=R "Dia, VLISROUA. VAQeR Us. 


(4) 对 V 的 各 个 分 量 利 用 限制 器 (上 略 去 分 量 的 下 标 》 
Uc ujal d TD) + 去 V +1 B vj.l, 
pte - min mod( VAa vÀ- vj), 

Bi = min mod( 9;.;.À. v, 41,5 V+1), 

ARE v m ut m 

212 r3 


(5) 回 到 原 变量 U,U 1 - RV LU, - RV TS. 


itg ity 3*3 
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(6) 继续 前 面 的 过 程 . 

注释 

1) 对 一 维系 统 ,如果 不 利 由 边界 点 土 的 值 #4+12， Rm Rjha Ajtin> 
而 可 以 利用 区 间 上 的 值 wj R, A R ,计算 量 相同 ,但 相对 来 讲 第 一 种 要 
H. 

2) Xf — HEAR ÉG u, t flu), + elu), =O, f Cu HEE AR A F E 
BRA AR) ,在 z 方 向 同样 利用 前 面 讨 论 的 特征 领域 的 限制 器 . 同样 ， 
取 gx) 的 特征 根 和 特征 向 量 R, A, (R) ! ,在 y 方 向 利用 前 面 讨 论 的 特 
征 领 域 的 限制 器 . 

3) ZA AKI. 

(1) 周期 边界 条 件 . 

(2) 固 壁 或 对 称 边界 条 件 . 

(3) Ait inflow), Hi i (outflow) A& f. 

(4) 无 反射 边界 条 件 . 

4) u, = u,, H0 53 — f$ PE : Bauman-Oden-Babuska 方法 . 

A — Ph EUER IE BAY E27 E 


A n NES 
| mode + | uvede Ur yep Ud + Web vl = 0, (13.36) 
i pi 


- 1 A 
ryt = Fu lt ur D 
P5 2 wits Ze 
这 种 格式 ,误差 总 是 只 有 “0” 阶 精度 . 对 全 域 亚 加 (13.36) 式 
J uvdz + xj u,v,dz + Dats, mi = 


做 L: 稳定 性 分 析 ,可 得 
d 


3 Cd 十 Y] oras + Date fle Tied = 
利用 有 限 元 的 对 称 性 ,并 做 适当 的 改进 ,得 

f aude xy, uvda + Psi] - Dive ingles = 
此 时 ,数值 格式 为 

E +f iude = ah 


E 5 


iva s [v 
tI ty T3 472 


1 
T v, sl ley, i-94]- i vu 7 ujt) = 0. 


AFERTA BEZ AARE b»! 开始 . Bauman-Oden-Bebus- 
ka 方法 和 LDG(local discontinuous Galerkin) 方 法 相 比 ,没有 可 调 性 ,并 且 理 论 
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估计 困难 些 . 具体 精度 对 比如 下 : 


通 近 多 项 式 次 数 Baurnan-Oden-Babuska 方法 精度 
p 


13.5 二 维 可 压缩 流体 的 间断 Galerkin 有 限 元 方法 


考虑 涡流 函数 方程 (yorticity-stream function formulation) 


Ap = w, (13.37) 
u =- fyt = dy, 
w 是 涡 函 数 ,x = (w ,ww) 是 速度 ,y RRRA. 不 可 压条 件 为 ztz+ay=0, 传 播 
速度 无 限 . 
有 限 元 前 分 记 为 T; AOA KS SOC RUN 
w, € Vi = |v: vl E PF(K), YKE€E T,l, (13.38) 
gs € VEN EA). (13.39) 


ipC ko | dae ,而 对 于 第 一 个 方程 ,我 们 利用 DGM 数值 格式 为 


(9 yt) K ES COPPA : (V v) 十 3o, E nwu ), = 0, 
eC aK 


n + uw, + vw, = D, 


(13.40) 
Vue V,, 
其 中 ,在 单元 内 部 积分 用 到 了 不 可 压条 件 台 .zu -0,u,* n 穿 过 单元 边界 e。 是 
连续 的 . 
m * up n 50, 


w, = M ee (13.41) 
利用 Lax-Friedrish 流通 量 (以 下 为 简便 ,省 略 w 上 的 天 头 符号 ) 
uy nin = D wk + wy) — al wh - wi), (13.42) 


a = max|u, * n. 
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进一步 ,可 以 利用 传统 有 限 元 处 理 


Ay = w, 
L - t4, 
BU AGE SUA PE Wi, TU 
一 (Vj, Vp) = (wy Vo). 
办 此 ,对 此 不 可 压 的 涡流 形式 的 方程 (13.37) ,我 们 有 如 下 格式 : 
Qu, vyk — Cuyu, - V v) + > 0 “nwo ), =0, Wve Vi, 


—(VG,V e) = (wr, V 95, Voc Wi, 
Us = Vy. 
(13.43) 
dnas cU A EDU v= w, 8 
dg lom Hc (e Qd = aad) + D (ua mig), = 0. 
nee 


i ? > | wy lk + 2j > nl aw, 一 Liwi), = 0. 
ii 
w= I (w" tw wl = wow se d - polo )?=w 2 l, 
则 
t Pw ke Sn sa 人 aa- 到 下 
Du nw lw - 9), = 0. 
所 以 有 


i HS TU Ae 
UB" leo 车 志 是 迎风 型 的 ， 


BU 4$ (enthalphy damping). 
进一步 在 (13.43) 中 取 v=, € Vi 
(aren d? k — Cwy uy * Vakt PAL mos). = 0. 
上 式 左 端 第 二 项 为 0, 第 三 项 整体 取 值 也 为 0, 所 以 有 
(2,0, pe) = 0. 
进一步 ,由 于 Aw%= z, 一 《Vy， DTE HA 


= (9 exp) = = i j ll Vd I? = = ii uU, |? = 0, 
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所 以 有 能 量 守恒 (energy conservation) 


fay? = o. 
iX AT 
1. Xf w,€ Vi, 4€ VNC), E 
[ua Il + dw — wy, I < cht 


对 4 是 最 优 的 ,而 对 w 不 是 最 优 的 . 
2. MF w,€ Vi, 9, EUN), A 


lu -up oe ee NES a a 
练 避 题 
1. 利用 间断 Galerkin 方法 编写 程序 求解 方程 
fs +u, = 0,， 
u(r,0) = sins, 
其 中 0 委 x 委 2x, 方 程 的 准确 解 为 w(x,t) = sin(xz 一 t), 分 别 利 用 分 段 常 
数 , 线 作 和 二 次 多 项 式 作为 基 函 数 , 取 foie tein ,时间 离散 利用 三 阶 
TVD Runge-Kutta 时 间 离散 格式 ,CFL 4 (28 SE «co. 1, P e 200A 


为 N=10,20,40,80,160, 计 算 到 时 间 上 =6, 并 给 出 下 面 两 种 模 意 义 下 的 
误差 估计 : 


Ca) Le RRE EP ult) - us Ges da 
(2) 在 点 x, 处 的 最 大 模 : max lu (2; t) 一 ax{f zi) 
2. 对 于 如 下 的 0- 格式 


TM uda - NC + (1 ~ 8) odr t5 v. 


+5 jd 


da = f(G + (7 Ou), (But + (1 - 0)u7)) 


j*3 


MH AAS 
(Qu^) - Ulu") | Fa- P,a 
At Ar 


其 中 Bg PCT) Cul ID Cah) Cah). 


1+7 


* 180 - SEE 间断 有 限 元 方法 


3. 利用 间断 Galerkin 方法 编写 程序 求解 具有 如 下 初 值 的 方程 


us + u, =Q, OK 
2 4 
«cam dh 37€ rum 
0, Hh. 


4. 利用 间断 Galerkin 方法 编写 程序 求解 具有 如 下 间断 初 值 的 方程 
utu,=0, ON x< 2x, 


2 4 
"IS t 37€ 工 XT 
0, 其 他 ， 
注意 分 别 加 入 TVB 和 TVD 型 的 限制 器 ,这 里 可 取 M =2,10,50, 并 比较 
所 得 结果 . 
5. 求解 具有 周期 边界 条 件 的 二 维 守 恒 方 程 u, +u, + uy=0,(z,y)E[O0,2x] x 
[0,2xj, 初 值 分 别 为 
(1) u*(xz,y)-sin(r 十 y), 其 准确 解 为 u(x,y,1)= u(xz-t,y- 
t). 


(2) 在 2x X 2 BEE BIBRA, AED (oes) ABD, EAEn IIR, 
FAA ,函数 取 值 为 1, 在 圆 外 函数 取 值 为 0. 分 别 给 出 当 基 函数 取 零 次 ,一 
次 ,二 次 多 项 式 ,在 无 限制 器 和 分 别 加 入 TVD 2€. TVB 型 限制 器 的 情形 
Fig Hi ERAR (contour) fI — £E 8 AA (cuc) ,并 分 别 给 出 最 大 模 和 L 
模 误 差 估计 . 

6. 利用 DGRKFEM (discontinuous Galerkin Runge-Kutta finite element 
method) 求解 如 下 具有 周期 边界 条 件 的 对 流 扩散 方程 
Ue T HQ = EU. OS xr S2n 
ee = sin f, 
分 别 利用 P^, P', P? X EGRE Ja RM, 分别 取 0.01 和 1, 网 格 剖 分 
数 分 别 为 N=20,40,60,80, 计 算 时间 为 上 = 上 ,给 出 L, 模 误差 估计 和 收敛 
Br ,并 比较 讨论 CPU 时 间 . 
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通过 前 面 几 章 的 讨论 ,我们 已 经 可 以 看 到 标准 有 限 元 方法 对 于 时 间 依 樟 
问题 的 解 ,一般 仅 仅 进 行 空间 解 域 的 单元 前 分 利用 Runge-Kutta 方法 求解 
(空间 离散 型 ) 常 微分 上 方程 组 ,或 者 进而 采用 时 间 离 散 求 解 线 性 代数 方程 组 (全 
离散 型 ) ,最 终 得 到 数值 近似 解 . 

时 空 有 限 元 方法 (time-space FEM) 是 专 为 解决 时 间 依 赖 问题 ,特别 是 间 
断 解 的 一 种 新 型 .重要 的 有 限 元 方法 . 也 可 以 称 为 流 线 扩散 有 限 元 方法 
(streamline diffusion method ,简称 为 SDM) 98. Re Ae A EE BE, SDM 是 对 
标准 Galerkin 有 限 元 法 的 一 种 修正 ,属于 Petrov-Galerkin 有 限 元 方法 . 通过 
给 Galerkin 有 限 元 法 的 检验 函数 添加 了 一 人 适当 的 最 小 二 乘 项 ,使 SDM 增强 
了 格式 的 数值 稳定 性 ,从 而 基本 上 消除 了 数值 伪 振 荡 的 产生 机 制 . 对 单个 方 
程 来 讲 , 它 等 价 于 在 流 线 方向 上 施加 适当 的 人 工 黏 性 . 从 力学 角度 来 看 ,SDM 
可 视 做 一 种 特殊 的 迎风 型 算法 , 它 通 过 检验 函数 的 适当 选择 ,人 工 黏 性 主要 施 
加 在 迎风 方向 上 ,减少 了 侧 风 效 应 ,提高 了 方法 的 分 辩 率 . 

A B5 ALTE 48 : TARE SDM 的 数值 实现 方法 ,在 此 基础 给 出 简单 的 
稳定 性 分 析 和 误差 估计 ,表明 SDM 的 良好 特性 ;最 后 ,简略 回忆 SDM 的 发 展 
过 程 和 展望 未 来 . 


14.1 流 线 扩散 法 的 数值 实现 


SDM 是 求解 类 双 曲 问题 的 一 种 高 效 的 新 型 有 限 元 方法 ,具有 很 广泛 的 应 
用 背景 . 所 谓 的 类 双 曲 问题 ,包括 双 曲 问题 (如 守重 律 ) 和 对 流 占 优 的 扩散 问 
E. 以 下 主要 讨论 对 流 占 优 的 扩散 问题 ;如 不 特别 声明 ,所 有 讨论 对 双 曲 型 问 
题 依旧 有 效 . 


考 嵌 简单 的 模型 方程 
u, + fu, (Eur) t u — f(x), 
0c r«l1,0«:«T, (14.1a) 
u(xz,0)= ug(r), OS eS, (14.1b) 
u(0,t)—-u(1,2)-0, O<t<T, (14.1c) 


其 中 常数 0<e< 委 181. 该 条 件 表明 问题 (14.1) 是 对 流 占 优 的 . 
求解 发 展 型 问题 的 SDM 基于 所 谓 的 时 空 (time-space) 有 限 元 空间 , 即 有 

限 元 空间 的 基 函 数 在 空间 方向 上 是 连续 的 ,但 在 时 间 方 向 上 是 允许 问 断 的 . 

因此 说 ,SDM 是 一 种 隐 式 算法 .以 问题 (1.1) 为 例 ,时 空 有 限 元 空间 的 构造 如 
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下 : 
对 将 时 间 域 10, 信 ] 作 剖 分 :0= tym ymo x rns = TA cH 2 BRA 
RD=[0,1)x [0, 工 ] 分 割 为 N 个 条 形 区 域 


$, = [0,1] x [4.1.6], = 1,2.%,N. (14.2) 
对 每 个 $, 独立 地 作 剖 分 (示意 图 如 下 ), 单 元 通 记 为 K. ic 
T, = IK:K € Si,T =UT,,h = max diam K, (14.3) 


称 TAD 的 时 空 有 限 元 前 分 , 为 其 网 格 参数 . IET, 与 ,+1 的 公共 界面 
=t,(n=1,2,7,N-1) ADWARE BD T, 与 了 ,141 的 网 点 在 该 时 间 
层 上 可 以 不 一 致 . 这 样 处 理 给 有 限 元 网 格 的 构造 带 来 了 极 大 的 灵活 性 ,尤其 
是 求解 双 曲 型 问题 时 ， 


图 14.1 时 空 有 限 充 的 单元 章 分 


用 P,(K ) 表 示 单 元 K 上 次 数 不 超过 r 的 多 项 式 集合 ,定义 
Vi = lvEH(S)N CO,» loas, e 1 = vl € PLO, YKE T}, 


N 


V, = U Vi (n = 1,2,77,N). 
显然 Vi AD ERT BHH r 次 多 项 式 空间 ,其 元 素 v 关于 xcE[0,1] 连 续 ， 
但 关于 上 仅 按 [Ja=1,2,…,N) 分 段 连续 ,关于 在 公共 界面 上 = tn 


上 ,一 般 来 说 是 间断 的 . 为 了 表述 简洁 ,我 们 引进 如 下 一 些 记号 ， 


(woe = (w,0)s =| wede, —dvlte lvl} = (oo 
(va), = v. (tm lim v(t + S), [v], =(0_), - Gv), 


(ws, vedn = (wa stn) va C04) | Usla = (Urva 
w= fw, , Aw=(ew,),- 
按照 参考 文献 [122 一 125] ,求解 问题 (14.1) 的 SDM 定义 如 下 :对 
(Un + Ug * U”, ut ó(v, + vg)), teU}, 2,2, - CAU" 8o, + vg), 
*(US vada = Cf ov * 82, + v8g)), *(QU* lv. 
n -1,2,"-,N, 
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依次 求解 U" € V, ,使 得 
Y vC V,,n-1,2,"7,N, (14. 4a) 
U = ua, (14.4b) 
其 中 620 为 适当 选 定 的 人 工 扩散 参数 ,可 如 下 选取 
vh, Ë eo B X, 
SPUR 车 eoB >h, 
其 中 mi ,ua 的 具体 选择 见 下 文 (参见 [214]). 
$ 对 SDM 格式 中 的 (4U ,8(w, + vi), BUE ERE TE T, 中 所 有 单 
元 K 上 的 内 积 之 和 :这 里 的 人 工 扩 散 参 数 3>0 昆 天 的 函数 ,本 章 取 为 常数 
仅仅 为 了 陈述 便捷 ，(14.4b) 中 的 UL 仅 内 符号 意义 ,是 
(AU*,8(v, + vg) ), = >) (AU" , Gv, + vg) )x- 
KET, 


SDM 格式 启动 的 初 值 . 

我 们 特别 关注 SDM 格式 中 选取 8 = 0, 的 情况 . 求解 对 流出 优 扩散 问题 
时 ,内 技术 条 件 的 限制 ,我 们 经 常 遇 到 无 法 选取 充分 细 的 网 格 ,故而 讨论 6 = 
0, 更 有 实用 意义 . 对 3 = 6, 的 情况 ,SDM 已 非常 接近 Galerkin 有 限 元 方法 . 
下 文 我 们 仅 讨 论 当 人 = 6, 时 SDM 格式 的 稳定 性 和 误差 估计 . 


14.2 稳定 性 分 析 


为 讨论 方便 , 先 给 出 SDM 的 等 价 形式 . UR 
B, Cw, 0) = Cw? + wg tw", u telu t vg)), + (ewl, v,), 


= (Aw, ð lv, t vg). tw], vs dai 
N 

B(w,v)7 >) B,(w,v). 
nr=] 


注意 到 (mw v)p- D, (wo), fl Vi VES, 上 的 限制 为 以 , 易 知 SDM 的 
等 价 形式 是 :对 给 定 的 U = uo, 求 UE V, 使 得 
B(U,v) = Cf,v + (v, + va))p, Voc Va- (14.5) 
下 面 讨论 SDM 的 稳定 性 分 析 . 首先 可 建立 如 下 重要 引 理 . 
引 理 14.1 RV, RA ARTEM, X Y vE V, mo? € L'(0,1D, 
可 适当 选取 8 = 61, 使 得 
[Av alo + wa) | Fe lv lit aue wl? (14.6) 


【证 明 ] 利用 有 限 元 逆 性 质 和 仿 射 变换 技巧 ,由 Green 公式 可 证 引 理 


* 184 + 第 十 四 章 ”时 空 有 限 元 方法 


14.1. 有 兴趣 的 读者 可 参考 [2141 ,本 处 省 略 . 
引 理 14.1 的 证 明 过 程 中 指出 了 人 工 扩散 参数 的 选取 范围 :无 论 是 对 
s<il, 
el *181)8 x h/8, 
| y!8, S h?/4, 
d= 61, 还 是 3 = 0, , 均 要 求 其 满足 如 下 限制 :其 中 y 为 有 限 元 空间 V, 的 道 
常数 , 即 对 任意 的 v€ V, 和 KET, 有 
Neer + Wve SpA MW oN. belie SV Yh mb 
利用 引 理 14.1 的 结论 ,可 得 如 下 重要 引 理 . 它 是 SDM 格式 稳定 性 分 析 的 基 
TH. 
引 理 14.2 在 引 理 14.1 的 条 件 下 ,对 YvE V, Mol € L'([0,1), 
成 立 


《po Lou) 十 Blv) > > Ill v lp (14.7) 


其 中 
Moll -tvl5*el o 15*2l v + vell? 
+ $3 [112 * 10-13 * 1s id. 
SDM 格式 的 稳定 性 分 析 结 果 ,可 总 结 为 如 下 定理 . 
定理 14.1 在 引 理 14.2 的 条 件 下 ,SDM 格式 的 数值 解 存在 且 惟 一 ,并 具 
有 良好 的 稳定 性 估计 
M U u$s Ct FI + Uo Wout, (14.8) 
其 中 界定 常数 C 与 e !, 无关. 
定理 14.1 表明 SDM WHE Galerkin 有 限 元 方法 具有 上 喝 强 的 数值 稳定 
WE. 4 ew eh’ 时 ,由 定理 14.1 可 知 SDM 的 稳定 性 估计 为 
l Ul - AIL U, + Ujlib s CEN £15 luolto.n:, (4.9 
Wi BE Galerkin 有 了 眼 元 方法 仅 有 
IUIS + 34 U, + Ula SCi +I wo lloat, (14-10) 
因此 说 ,SDM 具有 良好 的 数值 稳定 性 ,可 有 效 抑制 数值 振荡 的 出 现 . 


14.3 SDM 的 误差 分 析 


SDM 在 保持 良好 的 数值 稳定 性 的 同时 ,还 具有 理想 的 高 阶 精度 . 由 于 该 
方法 的 特点 和 效能 ,SDM 日 益 引起 数值 分 析 和 工程 计算 各 行 专家 学 者 的 重 
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视 ,并 被 广泛 地 应 用 到 流体 计算 等 领域 . 
定理 14.2. 设 问 题 {1.1) 的 解 € H, (D) 0 CCD) WHS 14.2 的 
条 件 下 ,对 SDM 格式 的 数值 解 U, 有 如 下 的 误差 估计 
llu - U Illa Ch lw ll ips 对 $= ò, 
Ha- U IMs s Ch" ll u ll cup MS = 8, 
其 中 界定 常数 C Se RK. 
从 定理 14.2 的 两 个 估计 来 看 ,似乎 当 = 0; 时 SDM 格式 的 误差 阶 更 
高 ,但 注意 到 | | 的 定义 可 知 ,无 论 是 哪 种 情况 ,SDM 格式 沿 流 线 方 向 的 
RHR | (U-u)+(U-u) l PE OW) , ode E DER. 值得 我 们 关注 


的 是 ,对 8=6, 时 ,SDM 的 L?(DD) 模 误差 为 0(h''), 明 不 是 丰满 的 ,但 比 传 
统 的 数值 方法 具有 更 高 的 精度 . 对 于 对 流 占 优 扩散 问题 ,或 双 曲 型 方程 ,该 误 
差 阶 估计 在 一 般 网 格 下 是 最 优 的 ， 


14.4 SDM 的 发 展 历 中 


在 70 年 代 后 期 的 有 限 元 研究 中 ,一 种 常用 的 途径 是 通过 对 检验 函数 作 某 
种 修正 ,来 改善 求解 对 流 扩散 问题 时 标准 Galerkin 方法 的 数值 稳定 性 , 这 类 方 
法 常 隶 属于 Petrov-Galerkin 框架 . 最 初 ,较为 成 功 的 格式 是 由 O.C. Zienkwicz 提 
出 的 , 它 的 基本 思想 是 对 基 函 数 加 上 适当 的 非 对 称 函 数 修 正 来 实现 . 该 方法 
能 够 很 好 地 处 理 一 维 问题 ,但 难于 推广 到 高 维 问题 . 同时 , 它 也 引进 了 过 多 的 
SB SEE. 

ARRE PS EL” HER] ES, Hughes 和 Brook 在 1979 年 中 提出 了 SUPG 
(streamline upwind Petrov-Galerkin) FEU., 该 方法 可 非常 简单 地 推广 到 高 
维 问 题 , 其 具体 的 理论 分 析 由 johnson 和 Naveri 20 721 i 56 £i ,并 重新 命名 
为 SDM. 随后 ,利用 时 空 有 限 元 空间 , C. Johnson 和 他 的 合作 者 024~227 将 
SDM 推广 到 发 展 型 问题 ,并 相继 应 用 于 各 种 类 双 曲 问题 , 如 Euler 方程 和 
Navier-Stockes 问题 . 

自 诞生 以 来 ,SDM 已 经 获得 长 足 的 发 展 . 无 论 是 格式 的 理论 分 析 、 具 体 
应 用 ,还 是 格式 的 完善 ,SDM 均 有 了 很 多 成 果 . 

理论 分 析 方 面 ,主要 集中 在 对 SDM 的 误差 分 析 . 前 文 所 介绍 的 定理 14.2 
是 格式 的 整体 误差 分 析 , 实 际 上 更 能 体现 SDM 优势 的 是 局 部 误差 分 析 . SDM 
具有 所 谓 的 局 部 误差 影响 特征 ,参见 [120,107,166]. 换言之 ,即使 问题 的 真 
解 含 有 间断 或 大 梯度 变化 区 域 , SDM 在 真 解 光 滑 区 域 并 不 降低 数 信和 解 的 精 
度 ,上述 影响 被 局 限 在 很 狭小 的 范围 内 . 在 SDM 中 ,扰动 像 连续 问题 一 样 沿 
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特征 线 传播 . 精确 地 讲 ,位 于 点 P 上 的 扰动 ,将 沿 着 迎风 方向 以 e 770 B) x RE 
衰减 ,而 沿 着 侧 风 方向 以 e 2“cA 的 速 庶 误 减 ,其 中 d RAR ABA P 的 距 
离 . 这 意味 坏 的 影响 仅 局 限 在 沿 特征 线 宽 为 OCh log (17h) AT RAE RRA . 

由 于 SDM 不 是 单调 格式 或 保持 单调 格式 , 故 仍 有 时 会 不 可 避免 地 产生 
一 些 激 小 振荡 (covershooting or undershooting). 为 此 ,Hughes 为 求解 定常 问题 
也 提出 激 波 捕 提 技术 ,以 增加 格式 在 间断 或 激 波 附近 的 数值 耗 散 . 具有 激 波 
捕捉 技术 的 SDM 是 非 线 性 的 ,即使 是 求解 线性 问题 , 而 后,Johnson 将 该 技术 
推广 到 非 定 常 问题 (参见 [68,128]). 其 思想 是 ,通过 对 SDM 加 上 适当 的 可 控 
ACRE , 黏 性 的 大 小 局 部 地 依赖 有 限 元 解 的 残 量 大 小 . 

90 年 代 以 来 ,C.Johnson 还 考虑 了 SDM 的 自 适 应 技术 (参见 [125,126] ) ， 
通过 相应 的 后 验 估计 来 调整 网 格 的 分 布 ;P, Hansbo 还 将 特征 线 技术 与 SDM 
相 结 合 (参见 [86]) ,对 不 同 层 的 网 格 生 成 提供 了 一 个 好 的 策略 . 


14.5 SDM 的 其 他 形式 


诚 如 前 面 所 介绍 的 ,SDM 求解 对 流 占 优 扩散 问题 是 基于 时 空 有 限 匹 空间 . 
这 样 作 , 虽 可 以 很 好 地 协调 时 间 和 空间 方向 的 流 场 ,理论 分 析 比 较 容 易 进行 ,但 
却 付出 了 一 定 的 代价 一 一 巨大 的 CPU 时 间 和 存储 空间 ,区 其 是 应 用 于 高 维 问题 
Bj. 采用 时 空 有 限 元 的 SDM 求解 非 线性 问题 时 ,导致 非 线 性 的 计算 格式 的 述 代 
求解 ;此 外 ,在 SDM 的 误差 估计 (定理 14.2) 中 假定 真 解 uE H, (DACO), 
其 光滑 性 要 求 过 高 . 

为 克服 SDM 方法 在 应 用 中 的 困难 , 孙 流 教授 [5241 在 90 年 代 初 期 提出 了 
差分 流 线 扩 散 法 (finite-difference streamline diffusion method, 简称 FDSD Jr 
法 ). 其 基本 思想 是 对 时 间 和 空间 方向 分 别 采 用 差分 和 有 限 元 方法 :对 时 间 变 
量 采用 不 同 的 有 限 差 分 离散 ,而 对 空间 变量 则 采用 SDM 有 限 元 近似 . iX E 
fE ,将 全 离散 有 限 元 方法 的 简便 性 和 SDM 的 优点 结合 起 来 ,简化 了 SOMA 
法 的 计算 工作 量 . 尽管 FDSD 方法 的 思想 比较 简单 ,但 其 理论 分 析 却 比 SDM 
方法 更 为 复杂 . 

下 面 仍 以 问题 (14.1) 为 例 IEEE. FDSD 方法 的 基本 思想 . 

为 构造 FDSD 格式 , 须 剂 分 时 间 域 [0, 了 ]: 

OSHALE <in=T, 


id 
Tr tet, p t7 maxr,,9,u^ = Cu" — u^ ')/7,,w = wt"). 
le asl 


此 时 不 需要 考虑 时 空 区 域 D B8 8] Ap , MAL RT SS THILO. EGET : 
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0-2 zy x X-" Xxyí 7l, K Slr; ixl. 
hy, = 2%, - 2; j,h— mex A. 
构造 有 限 元 空间 
V; = iv € HY(0,1D N C([0,1]),v Ik € PK), VK. 
为 了 书写 方便 ,我 们 引进 如 下 两 个 算 子 : 
L,CW, V)=(8,W" + BW? t W”, V+ 8BV?) 
+ (eWz , V2) - ((eW2)..08V7), 
F,(V)=(f7, V+ pV), 
SHC w,v) = Jus wodz 是 空间 上 的 内 积 , 相 应 的 范 数 为 I. 
求解 问题 (14.1) 的 FDSD 格式 定义 如 下 :对 n=1,2,…,N, 依 次 求解 
U"€ V, 1 
LAU,V)= FAVI, VYVE V,, {14.11) 
其 中 初 值 U*€ v, 适当 选取 ,以 满足 精度 蓝 求 , 这 里 ,8>0 仍 为 人 工 扩散 参 
数 ,满足 如 下 的 限制 . 
由 于 问题 (14.1) 是 对 流 占 优 的 ,经 常 遇 到 的 情形 是 e| gin. 此 时 
BiBlIlóxh/8, 
| y? ò, «| hh? 2, 
取 人 工 扩散 参数 为 6= wh 的 形式 ,其 中 >0 与 六 和 es AX. 
对 FDSD 格式 可 建立 与 SDM 类 似 的 稳定 性 分 析 利 误差 估计 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参见 [214,215] 
定理 14.3 ”当时 间 步 长 + 适当 小 时 ,FDSD 格式 的 数值 解 人 存在 且 惟 一 ， 
并 成 立 如 下 的 稳定 性 估计 


mex | U’ l5» au" + puree + p | Us I|? e 
<c|Sistl?r+ utl, 
其 中 界定 常数 与 ,rt Me "X. 
定理 14.4 设 问题 (14.1) 的 真 解 x 具有 如 下 的 光滑 性 
u€ELo(H,uf H'), u € L2(H, 41}. us € Lal L5). 
当时 间 步 长 + 适当 小 时 ,FDSD 格式 的 数值 解 U 满足 如 下 的 误差 估计 
N N 
max |l e l|l?-82»,l3," + gzlrc* 22 let || 2r 


s C(eh?r + hi7! + r’), 
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HP e= u- U'RGETAEC S h, Me IER. 

我 们 还 将 FDSD 方法 推广 到 非 线性 问题 ,有 兴趣 的 读 考 可 参见 [256， 
257]. 

小 结 SDM 方法 是 求解 对 流 扩散 问题 的 一 种 高 效 有 限 元 方法 , 它 具 有 和 良 
好 的 数值 稳定 性 和 高 阶 精度 .在 Petrov-Galerkin 算法 的 框架 下 ,SDM 巧妙 地 
将 人 工 莫 性 主要 施加 到 人 迎风 方向 上 ,具有 很 好 的 应 用 前 景 . FDSD 方法 在 保 
持 SDM 的 特点 前 提 下 ,简化 了 SDM 的 计算 工作 量 , 是 一 个 值得 继续 研究 的 
课题 . 


六 、 运 动 界面 追踪 问题 的 数值 方法 篇 


在 现实 中 存在 着 大 量 的 所 谓 活动 边界 问题 (moving boundary problems, X. 
称 Stefan 5) B) , UJ t 35 27199 i IB RR (interface tracking) fl EI. 人们 最 为 关注 的 
是 活动 边 办 和 界面 的 位 置 等 特征 . 因而 ,模拟 和 追踪 它们 的 轨迹 和 发 展 ,就 成 
了 解决 这 类 问题 的 关键 . 如 :液体 流动 的 自由 而 (free surface) ,特别 是 水 波 在 
岸 边 的 陈升 和 破碎 ;爆炸 .燃烧 的 气体 界面 (shock contact discontinuity) ; UK Rl 
化 水 结 误 的 活动 边界 (moving boundary); 以 及 石油 升 采 中 的 地 下 油水 两 相 
Mi FP (interfaces) ,以 及 化 学 和 生物 工程 的 品 体 生长 界面 ,材料 加 工 工 业 中 的 
浇注 成 型 中 的 固化 界面 ,等 等 . 

当然 ,前 面 各 章 所 介绍 的 许多 数值 方法 ,也 可 以 用 来 计算 和 模拟 这 类 活动 
边界 问题 ,其 实 我 们 以 前 介绍 的 间断 解 的 各 种 方法 也 是 这 样 作 的 . 但 是 ,就 像 
我 们 刚刚 所 说 ,如 果 人 们 特别 关注 的 是 其 中 的 运动 边界 轨迹 、 特 征 和 发 展 , 那 
么 寻求 一 种 抓 住 主要 矛盾 ,突出 问题 关键 ,多 快 好 省 的 方法 就 是 非常 有 意义 的 
T. 多 年 来 ,已 经 有 许多 从 事 科 学 和 工程 计算 的 工作 者 和 专家 ,在 这 方面 做 出 
了 巨大 的 努力 和 贡献 . 对 于 这 类 方法 .今天 我 们 都 统 -- 地 称 之 为 界面 追踪 方 
法 (interface tracking, 3x # front tracking). 

现在 出 版 的 世界 著名 数值 方法 和 计算 物理 刊物 .例如 J. Computational 
Physics, International J. Numerical Methods in Fluids 等 ,其 至 每 一 期 都 有 数 
fà 3b E interface tracking 的 论文 . 可 以 说 在 今天 , 它 不 仅 是 计算 物理 和 计算 数 
学 所 日 益 关 注 的 研究 课题 ,而 且 也 引起 结晶 化 学 .材料 成 型 和 加 工 技术 研究 的 
KE. 在 这 一 篇 里 ,我 们 将 简单 地 介绍 有 关 这 方面 的 发 展 和 应 用 . 我 们 只 能 
简单 地 介绍 有 关 这 方面 的 发 展 和 应 用 . 我 们 特意 提供 相当 多 的 参考 文献 ,有 
兴趣 的 读者 可 以 进一步 去 学 习 和 研究 . 


第 十 五 章 VOF 方法 和 运动 界面 的 重 构 方法 


最 早 处 理 自 由 面 问题 的 有 效 方法 ,是 Harlow fü Welch 等 人 提出 的 格子 
(cell-type ) 8 Fr E872". .这 类 方法 在 Euler 网 格 上 进行 差分 离散 ,在 网 格 中 
布置 若干 标记 点 (marker) 或 者 流体 质点 (particle) 来 标记 流体 . 它 是 通过 这 些 
标记 点 或 质点 的 追踪 ,来 模拟 自由 面 的 大 体位 置 的 . 网 格 是 Eulerian 型 的 , 固 
定 不 动 , 然而 标记 点 却 随 流体 运动 ,是 Lagrangian 型 的 . 在 格子 类 {cell-type) 
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方法 中 ,最 著名 的 有 PIC、MAC 和 FLIC 等 . 

PlC(particle in cell) U RF È Evans 和 Harlow 于 1957 年 提出 的 . 标记 
点 是 有 质量 .动量 .能 量 的 流体 质点 . 先 在 Euler 网 格 上 进行 无 输 运 的 计算 ,再 
利用 面积 加 权 平 均 佑 计 出 标记 点 的 速度 ,然后 对 标记 点 作 Lagrangian 卉 移动 ， 
从 而 达到 对 自由 面 的 追踪 . 而 后 Gentry, Martin 和 Daly 对 PIC 方法 进行 简化 
和 和 创新 ,提出 了 FLIC(flvid in cell) WHR. EAS ARICA, Kid RAR 
标记 点 ,首先 计算 压力 梯度 的 贡献 ,不 考虑 输 运 ,第 二 步 再 计算 网 格 间 的 给 运 
量 . 现在 的 VOF(volume of fluids) 方 法 实质 上 也 是 在 这 种 方法 的 基础 上 发 展 
起 来 的 . 但 是 PIC 方法 需要 存储 每 个 质点 的 物理 量 ,存储 量 很 大 . 

而 后 ,1965 4E Harlow 和 Welch 提出 的 MAC( marker and cell) 方 法 采用 无 
质量 .动量 能量, 只 有 坐标 位 置 的 点 .来 表示 流体 的 特征 面 ,存储 量 大 大 减 小 . 
数学 模型 方程 进行 Euler 型 、 非 一 致 格 点 配置 (staggered mesh) 差 分 离散 得 到 
基本 方程 的 有 限 差 分 格式 .计算 过 程 分 为 二 步 :第 -- 步 是 通过 这 种 差分 格式 
由 ri REIR E Cuv. purs) ,计算 出 上 = ,+1 时 间 的 状态 量 (w ,wv， 
prot! 第 二 步 , 标 志 点 的 追踪 . 标记 点 (markers) 将 按照 所 处 的 格子 肉 的 
T8 (c? , y?) ,利用 面积 加 权 求 出 该 标志 点 在 上 = c, +1 时刻 的 运动 方向 和 速 
BE ,从 而 实现 Lagrange 追踪 计算 . 最 后 ,利用 得 到 的 t= #141 时 刻 的 标志 点 的 
位 置 ,进行 输 运 计算 ,并 重 构 + =z ;1 时 刻 的 自由 面 的 几何 形状 ,同时 也 确定 
下 一 时 刻 的 流体 实际 计算 区 域 . 

这 类 方法 能 给 出 自由 面 的 粗糙 近似 ,但 不 能 给 出 更 可 细致 的 描述 ,如 自由 
面 的 斜率 、 曲 率 等 , 更 主要 的 是 计算 仍 需要 较 大 的 存储 量 , 特 别 对 于 三 维 情形 
尤为 突出 . 

在 这 一 章 里 ,我 们 不 再 讨论 格子 类 方法 .有 兴趣 的 读者 可 以 参考 作者 的 早 
期 的 专著 《计算 流体 动力 学 》, 这 里 将 介绍 由 Hirt 和 Nichols 1981)" Jc dg 
出 的 VOF (volume of fluid) 方 法 ,和 首先 由 Osher 和 Seihian( 1988) 5? 48 H fi 
level set method GAH. 
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20 世纪 70 年 代 末 ,Hirt 和 Nichols 等 提出 VOF (volume of fluid) 方 法 . 
VOF 方法 是 在 整个 流 场 中 定义 一 个 跑 数 C ,在 每 个 网 格 中 ,这 个 函数 定义 为 
一 种 流体 (我 们 称 之 为 自 标 流体 } 的 体积 与 网 格 体积 的 比值 . 不 包含 这 种 流体 
的 网 格 称 为 " 空 " 网 铬 ,充满 这 种 流体 的 网 格 称 为 满 网 格 , 包 含 界面 的 网 格 称 为 
半 网 格 . 在 任意 时 刻 , 知 道 了 这 个 函数 在 每 个 网 格 上 的 值 ,也 就 可 以 通过 某 种 
途径 构造 运动 界面 . 然后 求解 物理 方程 时 可 以 在 界面 附近 作 特 殊 的 精细 处 
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理 , 以 提高 分 辨 率 和 精度 . 
设计 算 区 域 是 品 ,流体 A 所 在 的 区 域 记 为 21 ,而 流体 B 所 在 的 区 域 记 为 
Q^. 首先 定义 这 样 一 个 沙 数 
、 1l, «sé, 
a{z,i) = | v 4 
0, re. 
对 于 两 种 不 相 溶 的 流体 组 成 的 流 场 ,a (x ,i) 满 足 


3 taa tv = 0， (15.1) 
t az 3y 

其 中 V= (w,w) 是 流体 的 速度 场 .现在 在 每 个 网 格 1,{ 以 矩形 网 格 为 例 ) 二 定 
X Ci 为 (区,t) 在 网 烙 上 的 积分 


1 ei 
C; = ab] ,ez av 


我 们 称 之 为 VOF(volume of fluid) KA. 同样 它 满足 


Cy aC, 960. 
duo oa ay" n (15.2) 


这 个 方程 称 为 VOF 方程 . 
容易 看 出 每 个 单元 上 的 流体 体积 了 鲨 数 实际 上 是 


二 单元 中 的 流体 体积 
C- T NUREB C (15.3) 


显然 ,C=1 的 网 格 充满 流体 A, 我 们 称 之 为 流体 网 格 (fluid); 而 C — 0 为 空 网 
格 {void); 那 些 0<C<1l 的 网 格 , 则 是 含有 流体 界面 的 网 格 , 称 为 界面 网 格 
(surface). 在 每 个 网 格 中 的 C 一旦 求 出 , 则 可 以 根据 C 的 值 构造 各 种 各 样 的 
自由 面 . 由 于 每 个 网 格 只 保存 一 个 C 值 ,可 以 大 大 减少 存储 量 . 根据 某 种 规 
则 和 周边 的 网 格 的 C 值 ,可 以 计算 自由 面 的 斜率 .曲率 ,给 出 自由 面 的 更 精确 
的 描述 . 

只 要 求 出 C ,就 可 以 构造 出 每 个 网 格 上 的 自由 面 ,然后 进行 控制 方程 的 离 
散 求解 . 由 于 VOF 方法 中 ,每 个 网 格 只 需 记 录 一 个 C 值 ,与 MAC 方法 相 比 
大 大 降低 了 存储 量 . 

VOF 方法 就 是 通过 求解 VOF 函数 ,实现 对 运动 界面 的 追踪 . 由 于 VOF 
函数 是 有 物理 意义 的 , 它 是 网 格 中 一 种 流体 所 卢 整 个 网 格 的 体积 比 ,我 们 虽然 
知道 它 满足 的 方程 ,但 在 求解 方程 (15.2) 时 ,要 保持 它 的 这 一 物理 意义 是 困难 
的 . 我 们 的 求解 格式 首先 应 该 是 守恒 的 ,而 县 每 一 时 间 步 得 到 的 函数 值 跨 过 
界面 从 1 变 到 0, 或 从 0 变 到 1, 在 运动 界面 附近 形成 一 个 “带子 " ,只 有 在 这 个 
“带子 "内 VOF 函数 0< C«1. 为 了 得 到 清晰 的 物质 界面 ,并 在 求解 物理 方程 
时 提高 分 辩 率 ,这 个 “带子 ”一 定 不 可 以 太 宽 . 也 就 是 要 保持 VOF 函数 只 有 在 
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含有 界面 的 网 格 上 才 会 大 于 0, 小 于 1. 在 其 他 网 格 上 必须 是 1 或 0， 


15.2. 流体 体积 方程 的 求解 


为 了 很 好 的 求解 VOF 方程 ,出 现 了 许多 构造 性 的 方法 . 由 已 知 的 VOF 
函数 构造 出 运动 界面 的 近似 ,然后 由 流体 的 输 运 特性 ,构造 下 一 时 刻 的 VOF 
函数 值 . 比较 著名 的 VOF 界面 重 构 方 法 有 最 先 提出 VOF 概念 的 Nichols 和 
Hin 的 直线 近似 方法 ,在 一 个 网 格 内 ,用 水 平 或 竖 直 的 直线 近似 该 网 格 内 的 界 
面 ;FLAIR 两 网 格 上 斜 直线 近似 方法 ,就 是 在 相 邻 的 两 个 网 格 上 用 有 和 斜率 的 
BABA ; Youngs 的 单个 网 格 内 的 斜 直线 近似 ,在 单个 网 格 上 构造 有 和 斜 
率 的 直线 遍 近 界面 ;Kim 等 人 提出 的 二 次 曲线 近似 方法 ,在 以 当前 网 格 为 中 心 
的 9 全 网 格 上 用 二 次 曲线 近似 界面 . 


1. Hirt 和 Nichols 的 直线 近似 


Hirt 和 Nichols 设计 了 了 类似 于 MAC 和 PIC 方法 的 Staggered 型 差分 格 
ABD 名 ,C? 定 义 在 (或 者 配置 在 ) 格 子 的 中 心 处 ,z 方向 的 速度 定义 在 格子 
的 左右 格 边 中 点 ,而 y 方向 的 速度 定义 在 格 于 的 上 下 格 边 中 点 、 


图 15.t 非 一 致 的 变量 配置 的 S:aggered 格子 


采用 Donor-Acceptor 的 差分 通 近 格式 计算 运动 界面 的 流体 体积 函数 方 
程 ,由 于 流体 是 不 可 压 的 ,方程 (15.1) 等 价 于 


ac a(Cu) , 9(Cv) _ 
(bus ca E 0. (15.4) 


施主 - 受 主 方法 不 仅仅 考虑 本 网 格 上 的 流体 体积 函数 ,而 且 要 用 到 相 邻 网 格 
上 的 流体 体积 函数 ,以 此 来 提高 分 辩 率 . 取 控 制 体 ( 仅 考虑 空间 二 维 情况 ) 
N = (aya Toin, ) X Oy ypaa X Gata, (15.5) 
将 方程 (15.2) 在 其 上 进行 积分 ,得 到 ， 
(C**! — C) 8ráy + AC Cu) dtdy + A(Co)8tóx = 0. (15.62) 
定义 
A(Cu)àt = min Cap | V, 1+ Cj, Cpózpl, (15.6b) 
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其 中 
C, = maxi(1.0- Cap) | V, t- (1.0 - Cnp)szp,01， 
|IV.I—7lnu*ó8, 

下 标 A.D 分 别 表示 受 主 .施主 单元 . AD = A 或 万 ,由 单元 内 自由 面 的 方向 
和 单元 边界 上 的 速度 方向 决定 ,Ca,Cn 分 别 表示 受 主 .施主 单元 上 的 流体 体 
FARR. ACCuv) dr 的 构造 方法 类 似 . 

作者 的 另 一 个 重大 贡献 ,还 在 于 提出 了 一 种 重 构 的 方案 . 无 疑 对 于 运动 
界面 追踪 的 数值 方法 而 言 ,这 是 一 个 新 的 开端 . 这 里 特别 针对 的 是 自由 面 的 
重 构 问题 . 将 流体 自由 面 看 做 局 部 的 单 值 函 数 了 Y(z) 或 X(y), 采用 9 个 网 
格 的 模板 (如 图 15.2) ,计算 ;-1.i+1l 网 格 列 的 Y (BRI 13.5, ; - 1 网 格 
列 X, 值 , 估 算出 每 个 网 格 上 自由 表面 的 斜率 值 dyY/dz ,dXvdy, 然 后 根据 流 
停 体 积 函 数 和 斜率 的 大 小 确定 网 格 (;, 门 上 的 自由 面 位 置 和 方向 ， 即 


2*1 
Yin 2 Ru e d RO (15.72) 
k-i 
dY \ 2CY,a- Y,1) 
bs I B r;; 28x, + xa (15.82) 
att 
X= Dy Fi =j-ljj+l, (15.70) 
k-i-t 
dX 2X; 一 X; a) 
B I 15. 
Er fy y, + 26y, + ay, a ( 8b) 


理论 上 讲 , 以 上 两 个 导数 应 该 互 为 倒数 ,但 数值 计算 结果 则 不 然 . 作者 的 策略 
是 比较 它们 的 绝对 值 大 小 ,来 决定 自由 面 在 该 网 格 内 是 “水 平 " 的 呢 , 还 是 " 竖 
直 " 的 ? 即 ,如 果 

dY 


E (15.9) 


dX 
I , 


图 15.2 Burm HE Hirt-Nichols 方案 
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则 定义 自由 面 是 水 平 的 ,否则 ,自由 面 是 竖 直 的 . 如 图 15.2 Bron. 这 也 就 是 
说 ,Hirt 等 的 重 构 方 案 , 仅 仅 是 " 零 ” 阶 自由 窗 格 式 . 尽管 非常 简单 ,但 是 它 确 
实 起 到 了 抛砖引玉 的 开创 性 作用 ;而 旦 对 十 一 些 要 求 不 高 的 运动 界面 来 说 ,这 
种 重 构 方式 已 经 可 以 达到 目的 . 


2. FLAIR 界面 重 构 技术 


1991 年 Ashgriz& Poo 的 FLAIR((flux line-segment model for advection and 
interface reconstruction) 技术 [7 就 采用 斜 直线 段 近 似 界面 . 对 任意 网 格 边界 
的 两 个 相 邻 网 格 , 攀 造 一 条 直线 段 作为 路 过 该 网 格 边界 的 界面 近似 . 然后 可 
以 计算 一 个 时 间 步 内 流 过 流 网 格 边界 的 流体 体积 量 ,作为 修改 流体 体积 函数 
的 数值 流通 量 . 由 于 界面 构造 涉及 到 两 个 了 网 格 ,需要 分 成 许多 种 情形 分 别 计 
算 . 利用 网 格 边界 的 流体 速度 ,确定 施主 单元 舟 受 主 单元 ,其 流体 体积 两 数 分 
3H Cp. C4 AN. 然后 可 分 为 以 下 几 种 : 

(1) 施主 网 格 是 满 网 格 , 即 Cp= 1.0; 

(2) 施主 网 格 是 空 网 格 , 即 Cp = 0.0; 

(3) 施主 网 格 是 半 网 格 , 受 主 网 格 也 是 半 网 格 , 即 

0< Cp<1.0,0< Ca<1.0; 
(4) 施主 网 格 是 半 网 格 , 受 主 网 格 是 满 网 格 或 空 网 格 , 即 
0< C5 €«1.0,C4 =0.0 或 Css=1.0. 
前 两 种 情形 较 简单 . 第 三 种 情形 又 可 分 为 16 种 情形 ,经 过 简单 的 转换 可 以 归 
结 为 4 种 , 即 所 之 fs 且 晶 标 流体 在 界面 以 下 ,如 图 15.3 所 示 . 作 一 条 直线 跨 


uL. 


^ p Ss 


Y 


pp 


case [Il case W 


图 15.3 FLAIR 界面 重 构 技 术 
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过 两 个 网 格 ,其 下 阴影 区 域 是 目标 流体 ,由 两 个 网 格 的 流体 体积 函数 来 确定 这 
条 直线 的 斜率 和 位 置 . 从 而 计算 出 网 格 边界 的 流量 输 运 ,如 第 一 种 情况 (case 
D , 设 左边 是 施主 网 格 , 则 一 个 时 间 步 内 输 运 到 相 邻 网 格 的 体积 量 就 是 宽度 为 
ude 斜 线 阴 影 区 玻 的 面积 ;如 果 右 边 是 施主 网 格 , 则 应 取 右 边 网 格 内 靠近 网 格 
边界 的 宽度 为 ud: 的 区 域 面积 . 

而 第 四 种 情形 更 为 复杂 ,以 如 图 15.4 所 示 的 情形 为 例 加 以 说 明 . 施主 网 
格 (i ,站 是 半 网 格 ,而 受 主 网 属 (i +1,;) 是 空 网 格 , 我 们 可 以 用 网 格 (i WA 
一 个 方向 的 两 个 相 邻 网 格 分 别 按 (3) 的 方法 构造 界面 ,计算 界面 斜率 ,然后 取 
其 平均 值 作为 网 格 (i ,j) 内 界面 的 近似 斜率 ,再 进一步 按 类 似 于 (3) 的 方法 构 
造 直 线 作 为 此 网 格 内 的 界面 近似 ,然后 求 出 流 过 网 恪 边界 流入 受 主 网 格 的 流 
体 体积 量 . 同样 可 以 妇 结 为 如 图 15.3 所 示 的 a 种 情形 . hn SEE EUR RE A 
格 则 取 靠 右边 的 宽度 ust 的 区 域 面 积 作为 流通 量 : 如 果 受 主 网 格 是 注 了 网 格 , 则 
Ac V SEHE ude 的 区 域 面 积 作为 流通 量 . 即 保证 流体 靠近 满 网 格 一 边 . 


ij 


图 15.4 ARF SRB 


计算 过 程 采用 方向 分 裂 方法 , 先 根据 X 方向 的 流体 速度 计算 所 有 X 方向 
的 数值 流通 量 , 对 流体 体积 两 数 作 修改 ,得 到 所 有 网 格 上 的 流体 体积 函数 的 中 
fA. 然后 以 此 中 间 什 为 初 依 ,对 YY 方向 作 同 样 计算 ,得 到 下 一 时 刻 的 流体 体 
积 函 数 场 ， 如 果 不 采 用 方向 分 裂 , 面 是 直接 同时 对 XX、Y 方向 的 流通 量 进行 计 
算 , 同 时 修改 流体 体积 函数 , 则 会 产生 质量 不 守恒 ,我 们 的 实验 表明 了 这 一 点 . 


3. Youngs’ VOF 界 而 重 构 技术 


5 FLAIR 方法 不 同 ,Youngs HIET 是 在 单个 网 格 内 用 直线 段 近似 界 
MEH AR ARE m — (n2, )， 

rt, = (Gaya *t2Ga, + Gaya 7 Gaga 726a, 7 G4,2V €x, 

Wy = (Gaya + WG jan + Caja 7 Gaya 2G 7 G ua y. 
根据 法 向 可 以 确定 运动 界面 与 X 轴 的 夹 角 8, 并 将 其 规格 化 为 a. 与 FLAIR 
方法 类 似 地 有 16 种 情形 ,通过 简单 地 对 称 和 翻转 可 以 化 为 如 图 15.5 所 示 的 
4 种 情形 . 则 


(15.10) 
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case T 
图 15.5 月 标 格 达 内 运动 界面 的 4 种 典型 情况 


B- arctan 77 .a - arctan( Stang ) (1/2 <a <n). (15.11) 


I FR IC Se fi Ru [ed P P3 AR e CUT A AE A FARR E SR i E H R BLUR 
率 与 位 置 ,构造 该 网 格 内 的 界面 ,并 计算 在 一 个 时 间 步 内 流 过 四 周边 界 到 相 邻 
网 格 的 流体 体积 量 , 以 修改 本 网 格 和 四 局 相 邻 网 格 的 流体 体积 函数 值 . 


4. Ubbink ”界面 捕捉 方法 一 一 CICSAM 方法 


以 上 所 介绍 的 求解 VOF 方程 的 方法 ,大 都 是 采 用 方向 分 裂 (或 算 子 分 裂 ) 
方法 向 多 维 推 广 的 , Ubbiak0226: 等 提出 的 CICSAM (compressive interface cap- 
turing scheme for arbitrary meshes) 方 法 通过 半 陷 式 处 理 ,使 得 该 方法 不 用 通 
过 算 子 分 裂 就 可 以 推广 到 多 维 , 这 对 该 方法 应 用 到 非 结 构 网 格 中 扫 清 了 障 坦 ， 
CICSAM 方法 采用 NVD(normalized variable diagram) 的 概念 ,把 原 Hirt & 
Nichols 根据 自由 痪 方向 决定 是 使 用 耗 散 格 式 { 恕 :upwind, 几 来 得 到 光滑 的 界 
面 ) 还 是 色散 格式 (如 :downwind, 用 来 得 到 锐利 的 界面 ) 的 思想 继承 下 来 ,并 
把 色散 和 耗 散 格式 的 精度 提高 ,把 色散 与 耗 散 格式 间 的 切换 做 得 更 加 光滑 . 
该 方法 在 获得 锐利 的 界面 的 同时 又 保证 了 体 税 函 数 的 有 界 性 . 

流体 体积 函数 的 输 运 方程 (15.2) 的 离散 是 在 交错 网 格 { 如 图 15.1) E 3E 
行 的 , 即 除 速 度 定义 在 网 格 边界 上 外 ,其 他 变量 部 定义 在 网 格 中 心 . 采用 
Crank-Nicolson 离散 ,时 间 达 到 二 阶 精 度 : 

(G -G)V, =- >) LUCE + (CF) a, (15.12) 


p 代表 网 格 { 控 制 体 ) 的 中 心 ,f RRR RND n 表示 网 档 的 边界 数目 , V, 是 
控制 体 的 体积 ,Fj 是 流 过 边 上 向 外 的 通 量 . 当时 刘 趾 够 小 的 上 时候, 可 近似 认 
为 各 边 上 的 通 量 F 不 变 ,网 格 边界 上 的 流体 体积 函数 C, 可 以 通过 两 边 的 施 
主 和 受 主 网 格 的 C Xm: 

C; = (1- B;)Cp + B Ca, (15.13) 
其 中 2, 通过 NVD 方法 (8 确定. 如 果 时 间 步 长 足够 小 ,可 近似 认为 pe = 
Bh 这 时 ,(15.12) 可 写 为 
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Co ~ $- - wer (15.14) 
其 中 
C; = U-8,) C jte t f, E ud (15.15) 
以 下 主要 说 明 一 下 上 式 中 p 的 确定 ,用 NVD 方法 求 ”时刻 格子 边 工 的 5r 的 
e^ 利用 下 式 计算 归 一 化 变量 (normalized variable) C5, i8 Cy 为 施主 网 
格 的 上 游 网 格 : 


Cp 一 Ci - Gs (15.16) 
(2) 计算 CBC(convection boundedness criteria) ff) ER C ABC: 
NM 
x -一 ,1.01， #HO0< Cp <1, 
Caec = s i | ToS (15.17) 
Cp 其 他 , 


其 中 ,c 是 施主 网 格 的 Courant XX. (15.17): BU hyper-c 格式 的 电 一 化 变量 . 
该 格式 上 共有 较 强 的 色散 性 ,单独 使 用 格式 是 不 稳定 的 ,但 该 格式 可 以 获得 非常 
锐利 的 界面 . 

(3) 计算 ultimate-quickest 格式 的 归 一 化 变量 Cias 


p min 8cCp + (1 Z eMe + se ( „#0 
Cni = i 
Cp, 


8 feu BETTE, 
该 格式 具有 较 强 的 耗 散 性 ,单独 使 用 的 时 候 , 会 抹 平 界面 ,但 与 其 他 格式 配合 
使 用 ,可 以 消除 振荡 . 该 格式 取 第 一 神情 况 时 ,可 以 达到 3 阶 精度 . 

(4) 原始 的 Hirt & Nichols 的 VOF 在 upwind 和 downwind 之 间 采 用 非 
常 剧 烈 的 切换 ,而 不 同 的 切换 准则 会 导致 相差 很 大 的 结果 . OR AYE hy- 
per-c 格式 和 ultimatte-quickest 格式 间 一 种 非常 光滑 的 切换 方式 . 这 种 切换 也 
是 基于 界面 与 边 交角 的 ,如 果 界 面 与 边 平行 , 则 趋向 于 采 昨 耗 散 性 的 格式 来 
光滑 界面 . 反之 ,: 当 界面 与 边 垂直 时 , 则 趋向 于 采用 色散 性 的 格式 ,以 获得 锐 
WIESE. - 
Č; = Y) penc + (0 7 Y É quo; (15.19) 
其 中 


yy = min! k, eoe at t1 al 


> 


(VC)p+ dy | 
I Obj- [dy] |’ 


0, = cos” 
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d , 是 连接 Donor 和 Acceptor 中 心 的 矢量 ,如 果 网 格 是 矩形 , 则 该 矢量 与 边 上 
的 法 向 同 向 . k=O 是 一 个 控制 两 种 格式 权 信 的 参数 ,&, BIRRA M Crp 
HIERA, EN k, 取 为 1. 

(5) 根据 归 一 化 变量 确定 pr, 
Č; - Cp 

By = b= Ei ; 

Xü st VA E25 RA i 6. C ?会 产生 非 物 理 值 ,或 者 说 , 取 值 不 符合 有 界 性 
条 件 OS CSL, XX TE SENE A PS AOI A A EIE. Hirt& Nichols 直接 采 
用 强制 性 条 件 使 得 体积 函数 分 别 等 于 0 或 1, 但 这 会 导 敏 体积 函数 的 不 守恒 . 
从 而 可 能 影响 动量 方程 ,计算 出 的 流 场 不 真实 . Ubbink 的 CICSAM 方法 采用 
一 种 对 格子 边 上 的 体积 通 量 进行 修正 的 方法 ,在 保持 了 体积 函数 有 界 性 的 同 
时 ,又 维持 了 体积 函数 的 守恒 性 . 但 我 们 的 数值 试验 表明 AAT ARES 
下 对称 形 网 格 上 几乎 没有 影响 (两 种 方法 得到 的 体积 本 数 的 等 值 线 是 重合 的 )， 

除了 上 述 重 构 类 的 方法 以 外 ,还 有 -- 些 方法 直接 把 VOF 方程 看 作 一 般 的 
何 断 问题 进行 求解 ,也 得 到 了 很 好 的 结果 . 


5. 积分 平均 型 TVD 格式 


(15.20) 


POEH TVD 格式 是 把 求解 函数 构造 成 分 片 的 线性 盟 数 ,用 特征 线 
方法 推进 时 间 步 ,并 利用 superbee 限制 器 对 斜率 加 以 限制 以 使 格式 保持 单调 ， 
BA TVD CER. 例如 一 维 情况 

ac 
at 


+v22-0, vo>o, (15.21) 
x 


其 步骤 如 下 : 
(2) 控制 体积 [zx on EX Lots] ,对 上述 方程 积分 


elu TENE; NR 
f | ET * V Jad: =0. 


定义 积分 平均 


2 ZI 


leoi = mil 
(CL - 3], VC dr, = he 
则 时 空 控制 体 上 的 积分 可 表示 为 
Cr! = C - rU VĒ) - (VE, Dr = i. 
(b) 时 间 积 分 平均 的 离散 
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这 是 问题 的 关键 . 利用 特征 线 方法 ,显然 可 以 得 到 


Ll p 1 NETE > 
2 a eiu or V(t- t). t,)dt. V » 0. 


如 果 我 们 对 于 上 上述 积分 采用 简单 的 梯形 公式 ,并 且 采 用 被 积 函 数 的 一 阶 
Taylor 展开 , 则 有 


eos 2p N ecc e] 2C? NEA ac )| 
(C ou lc * (> àr — va) ae] + fe 十 n r -0) = Ji2 o 
.Fn i aC? _ Fe i g ac? g 
= C7+ 5 (ĉr - Và) re C; + ju = c) gyer 


Cha ju - ars", 
其 中 ce 为 Courant A, S7. 是 空间 控制 元 上 的 斜率 
và ou 9€ 
cm S 3 
类 似 地 有 
(CL = Çr £a ~ e)AC = C" ,+ ia - c)éxS? 4. 
(c) 合成 积分 平均 格式 
Ctl = Ct ~ (C7 - Cr) -0.5cóxz(e -10S - Sr). (15.22) 
上 述 计 算 利 用 了 VY>0, 对 一 般 的 速度 V 可 以 将 格式 写 为 
C't 2€ 7 - rmax(0, V(C "C 7.) 0.578, max(0, Ve - DCS? -SS 
- rmin(0, V(C *,,-C ? ) *0.559,min(0, V)(c + D(S har SP). 
如 果 取 斜率 S? 为 : 


(15.23) 


SUN = (C! iem) Y, (15.242) 
就 得 到 Lax- Wendroff 格式 ,但 是 该 格式 不 是 保 音调 的 ,在 间断 处 会 产生 振荡 ， 
因此 我 们 对 斜率 加 以 限制 , 取 
S! = (QS, (15.24b) 
其 中 
$(07) = max(0,min(1.0,2607) , min(2.0,0*)) (15.24c) 
是 superbee RHA. RBA NRA E TVD dj. 对 于 二 维和 三 维 情形 ,我们 
可 以 采用 分 数 步 法 ,进行 计算 . 前 半 个 时 间 步 计算 
Lee, 96. 
2 dt or 
得 到 中 间 值 C^ ^ AUE AEE SEI it RE 


0, 
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得 到 n+ 1 REZa S (fi C" 1. 这 样 构造 的 格式 精度 和 分 辩 率 都 较 高 ,我们 还 可 
以 构造 分 片 的 二 次 或 高 次 多 项 式 近似 (类 似 于 PPM 的 方式 ) ,时间 步 推进 还 
可 以 利用 Taylor 展开 代替 特征 线 方法 ,斜率 的 构造 也 可 凡 采 用 其 他 方法 ,如 
ENO 的 选择 模板 的 方法 . 因而 20 世纪 80 年 代 发 展 并 得 到 广泛 应 用 的 高 分 
辩 率 格式 及 它们 的 相互 结合 ,还 是 有 很 好 的 应 用 前 最 ,因而 也 很 有 继续 革 究 的 
价值 . 我 们 利用 上 述 的 superbee TVD 格式 ,对 旋转 流 和 前 切 流 的 运动 界面 亲 
题 ,进行 了 计算 .得 到 了 很 好 的 效果 . 


6. FCT-VOF 方法 


FCT-VOF 方法 基于 FCT (flux-corrected transport algorithms) 4) 3E UR 
TR ULP BRL CUT RE 09271, 首先 对 一 维 的 情形 (15.21) 式 ,采用 数值 流通 
量 守恒 形式 : 


- " : ot 
cC : =i C, 一 Fe 一 Fr = so (15.25) 


关键 是 数值 流通 量 F, :2 的 确定 ,如 果 选 择 低 阶 流通 量 (如 Lax 格式 upwind 
格式 ), 由 能 保持 单调 性 ,无 振荡 ,但 耗 散 性 很 强 ; 和 而 如 果 选 择 高 阶 流通 量 ( 如 
Lax-Wendroff 格式 ) 则 分 辩 率 高 ,但 色散 性 强 , TE 8] Ip b ^ ^E Us d$. FCT 方法 
的 策略 是 采用 两 者 结合 , 先 利用 低 阶 通 量 Fr 计算 一 个 中 间 值 C* ,再 利用 高 
阶 流体 通 量 FU 进行 修正 ,计算 C" .现在 在 施主 一 一 受 主 的 观点 下 , 取 低 阶 
WB F 为 upwind 格式 ,而 取 F A downwind 格式 代替 高 阶 格式 . 具体 地 讲 
可 以 分 为 以 下 几 个 步 又 : 

C1) 计算 低 阶 流通 量 


t+ F;, Uy ze, 
Fain = i É de (15.262) 

uus) upin <O, 

并 依 此 计算 中 间 值 
ce Eus Ba. 
(2) HRB WE 

i Fa. tis zo, 
Ries i (15.26b) 

uio Fu usa X 0, 


并 构造 反 扩 散 流 量 AF, 12 = Fha Fhir- 
(3) 对 反 扩 散 流 量 加 以 限制 ,ACi o = gn AF ia qion BRE A S 
看 文献 [255] ,并 依 此 对 中 间 值 进行 修正 


15.3 HEAR A ， 201 : 


Questo SAPE (13.27) 


对 二 维 或 三 维 的 情形 ,同样 采用 方向 分 裂 算法 . X 方向 和 对 Y 方向 的 
扫描 应 当 顺 序 交 震 进 行 , 以 避免 引信 系统 误 差 . 但 方向 分 裂 带 来 了 一 个 问题 ， 
就 是 对 X 方向 计算 后 ,会 产生 某 些 网 格 内 的 流体 体积 分 数 大 于 1 .这 给 下 一 步 
计算 带 来 困难 ,因为 新 的 流通 量 的 计算 要 用 到 这 些 值 . 所 以 Rudman 1X 
这 样 的 手段 : 设 8V;,; 表 示 网 格 (i ,7 的 体积 ,每 一 时 间 步 开始 6Vi.; = Gxày ,对 
每 个 方向 计算 网 格 内 流体 体积 的 量 ,而 不 是 计算 体积 分 数 ,并 利用 Lagrange 
的 观点 计算 半 时 间 步 后 的 网 格 体 积 ,再 相 除 得 到 体积 分 数 C R: 

C, Em CV, -CFIai5 7 Flan); 
DVi = OV — GlByn,.14,, 7 4, 1,95 (15.28) 
Qu eC CU 
Y 方向 的 计算 也 作 类 似 处 理 ， 其 实质 是 在 Y u = 0 的 基础 上 分 步 求解 方程 流 
体 体 积 函 数 方程 的 分 裂 形式 


oC , 2C) C 2， 
dt ax ax 
(15.29) 
3C | 3(uC) c 2? 
ae” dy "By 


将 上 述 格式 Taylor 展开 不 难看 到 这 一 点 . 


15.3 ”数值 算 例 [448,188,189] 


在 这 一 节 中 我 们 就 见 个 典型 的 流 场 一 一 常数 流 场 、 旋 转 流 场 . 剪 切 流 场 对 
流体 体积 方程 (15 .1) 的 输 运 和 做 了 数值 模拟 ,比较 各 种 方法 的 优 劣 . 以 便 在 利 
用 VOF 方法 进行 体积 追踪 来 求解 活动 界面 问题 时 ,有 所 取 合 . 


1. 常数 速度 场 ( 平 移 】 


首先 对 最 简单 的 速度 场 一 一 常数 速度 场 (k,z)= (1,0) 或 {u,v)= 
(2, -1), 求 解 二 维 体 积 输 运 方程 (15.2) 进 行 了 计算 . 我 们 取 初 值 如 图 15.6 
所 示 的 同心 方 框 ,在 两 方 框 之 冯 的 区 域 赋值 1.0, 在 其 他 区 域 赋值 0.0, 整 个 计 
算 区 域 为 [0,2] x [0,2], 网 格 尺 寸 取 为 200 x 200, 时 间 步 长 取 为 de =0.001. 

图 15.9 给 出 了 速度 场 (x ,vw)= (2, 一 1), 时 间 t=0.5 时 的 上 述 各 种 方法 
的 计算 结果 . 图 中 显示 的 是 从 0.0625 到 0.9375 的 15 条 等 值 线 ,可 以 看 出 
FCT-VOF 、 积 分 平均 格式 、Youngs' VOF 方法 都 能 给 出 较 好 的 结果 .FCT- 
VOF 的 效果 更 好 一 些 , 在 角 点 处 能 保持 尖锐 ,分 辩 率 很 高 ,而 Youngs’ VOF 在 
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角 点 处 有 所 光滑 化 ,这 是 由 求法 线 的 过 程 引 起 的 ,人 等 值 线 0. 0625 与 0.9375 
之 间 的 距离 能 保持 很 小 (网 格 分 辩 率 的 量 级 上 ), 这 -- -点 似乎 比 积分 平均 格式 
BILE. 正如 Rudman 的 计算 结果 表明 的 ,我 们 把 方 框 改 为 圆周 形 进行 计算 ， 
得 到 的 结果 ,Youngs' VOF 就 比 FCT-VOF 要 好 一 些 . 


s 


% 025 05 07 
Initial Valuc 


05. Q a 5 
Initial Value Initia) Value x 


E] 15.6 Fi 15.7 H 15.8 


2. 旋转 流 场 [Zalesak 问题 } 
二 维 旋转 流 ,速度 场 为 
ul(x.y) =-x(y- 7) v(x,y) = x(x - 2]. (15.30) 


XX P HEISE 25 AB BL TEE RE— 72r 6] , FOR f EE CL 2) AS T 8) IR RS 
算 例 . 我 们 在 计算 区 域 [0,1] x10,1] 中 , 取 初 值 为 如 图 15.7. 所 示 的 有 缺口 的 
阐 周 ,这 就 是 著名 的 Zalesak 问题 ,如 Vincent 等 人 所 说 (231, 要 在 尖锐 的 角 点 
处 保持 高 分 辨 率 是 困难 的 . 网 格 取 为 200 x 200, IB] AE IS de =0.001. 

分 别 利用 上 述 的 多 种 方法 :施主 一 一 受 主 方法 `FLAIR 界 而 重 构 方 法 、 
Youngs 的 界面 重 构 方法 .积分 平均 格式 FCE VOF 方法 、 以 及 CICSAM 
方法 计算 了 方程 (15.2) , 初 值 在 速度 场 (15.30) 下 旋转 r 人 4 、r/2 .3xZ2、2x 的 
图 像 如 图 15.10 Bras. 可 以 看 出 ,Hirt 和 Nichols 89 77 2 48 4 H PE , FLAIR- 
VOF ,Youngs-VOF ,积分 平均 格式 .FCT-VOF .CICSAM 方法 都 能 得 到 较 好 的 
结果 , 而 以 Youngs、 积 分 平均 格式 及 CICSAM 方法 的 结果 最 好 . 


3. WW CSS 


平移 和 旋转 流 场 都 不 会 使 运动 界面 的 形状 发 生变 化 ,而 在 一 个 真实 的 流 
体 问 题 中 ,会 包含 如 拉 伸 .前 切 碰撞 破碎 等 复杂 的 物理 现象 , 为 了 考察 算法 
对 各 种 现实 流 场 的 模拟 效果 ,我 们 还 计算 了 剪 切 流 场 下 的 二 维 体积 输 运 方程 
(15.2) ,其 速度 场 为 : 
u(x,y) = ncos(n(.r — 29) )sin(aly — yo))， 


(15.31) 


v(ír,y) = - xsün(x(ax ~ rg))cos(u(y — yo)). 


15.3 数值 算 例 + 203 ° 


考察 算法 对 剪 切 流 的 模拟 效果 十 分 重要 ,这 不 仅 央 为 前 切 流 如 平移 和 旋转 -- 
样 是 流体 中 常见 的 现象 ,而 且 前 切 流 的 模拟 有 一 定 的 代表 性 . 

我 们 取 计 算 区 域 为 10,1]x [0.1] ,初始 界面 为 圆心 在 (0.5,0.3) ,半径 0.2 
(rjf JE (Bf 15.8). 对 上 述 的 除 Hin- VOF 之 外 的 5 种 格式 做 了 计算 试验 ,分 
别 计算 色 叶 间 t=1.0 和 z=2.0 后 ,再 以 此 结果 为 初 值 ,将 速度 反 全 ,分 别 反 
995) 1.0 秘 和 2.0 秒 . 其 结果 在 图 15.11 中 给 出 , 结果 表明 Youngs MOF 
均 格 式 的 结果 她 好 . 


FCT-VOF è FLATR-VOF . Hit-VOF 


Superbee 


Hirt&Nichols | Hiri& Nichols 
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; Hirt&Nichols y Hin& Nichols 
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图 15.10 
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FCT-VOF FCI-VOF 


Flair-VOF $ Flair-VOF 


Flait- VOF " Flair- VOF 


Integral-averaging y Integral-averaging 
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15.4 界面 追踪 方法 的 应 用 前 景 


广义 的 界面 进 踪 方法 包括 所 有 对 激 波 (shock) .物质 界面 (interface) 或 自 
I Hi (free surface) 的 追踪 . 激 波 、 界 面 或 自 出 面 都 是 间 断 的 ,本 上 应该 当做 问 断 
处 理 . 而 不 应 该 像 激 波 捕手 (shoeck capturing) HE FERAS FP (n ir 5s yk EH Eo, 
降低 了 分 辩 率 . 因此 , 波 前 追踪 才 符 合 大 们 的 - 般 思 维 . 带 有 问 断 现象 的 问 
题 ,关键 就 在 问 断 处 的 数值 逼近 ,而 答 面 追踪 正 是 抓 住 了 问题 的 关键 ,将 激 波 、 
界面 或 自由 面 当做 活动 的 内 部 边界 处 理 . 首先 求 央 活动 边界 的 位 置 等 几何 特 
性 ,然后 进行 物理 量 的 求解 ,这 样 可 以 在 活动 边界 处 对 控制 方程 采用 特殊 处 
理 , 以 提高 解 的 分 辩 率 和 精度 ,得 到 更 加 逼真 的 物理 出 像 , 波 前 追踪 方法 把 主 
要 精力 放 在 活动 界面 .自由 面 . 激 波 等 关键 地 方 ,其 他 区 域 用 一 般 的 格式 求解 ， 
而 不 是 对 整个 求解 区 域 统一 对 待 . 像 T VD. Roe 等 方法 ,在 光 请 区 域 可 达到 二 
lr . Pu Er ,在 关键 的 间断 区 域 却 只 能 是 一 阶 , 这 是 不 合理 的 . 波 前 追踪 方法 之 
所 以 越 来 越 受到 人 们 的 青睐 ,就 是 因为 它 抓 住 了 问题 的 主要 矛盾 . 月 前 , 波 前 
追踪 方法 已 经 有 了 极 大 发 展 ,出现 了 各 种 各 样 的 追踪 方法 ,关于 波 前 所 踪 方 法 
ARR p x Eris. 

由 于 间断 .活动 边界 ,物质 界面 在 日 常生 活 .生产 实践 以 及 科学 计算 中 DE 
分 常见 . PH A (solidification) R tt (melting) , 2& & (evaporation) 53 HE AK 
(condensation) ,多孔 介 质 流 和 渗流 (flow through porous media or seapage) , 声 
iE 水波 的 传播 {wave propagation) ,侵蚀 (intrusion) , ft HU sedimentation) 53 22 
3 infiltration) , BE HEIH (spillway) 5 37K DAT J (sluice gate), W% (lubrication), 
S Xt (casting) 3 GE HR (welting) , F W , MA 9€ (combustion ) Al EXE (detonation) , 
化 学 反应 及 扩散 过 程 (chemical and diffusion) $. 对 这 些 现象 的 模拟 也 就 十 分 
必要 . 但 是 对 这 些 问 题 的 研究 几乎 还 停留 在 一 维 、 二 维 阶段 ,三 维 的 文章 还 很 
少 . 因而 特别 突出 这 种 front 或 者 interface 的 精细 的 数值 模拟 方法 ,例如 VOF 
和 FEM/FVM 相 结合 的 方法 .level set 方法 , 波 登 加 方法 和 两 层 网 格 方法 蚌 处 
理 这 类 问题 的 极 有 成 效 和 发 展 前 途 的 方法 , 且 易 于 推广 到 二 维 ,将 会 得 到 日 益 
广泛 的 应 用 . 


第 十 六 章 SAH (level set) 函数 方法 


在 第 二 篇 里 ,我 们 提 到 美国 Los Aiamosd 的 Harlow 等 人 创立 的 MAC 和 
PIC 等 格子 类 方法 ,采用 格子 内 安置 多 个 Marker 或 者 Particle 点 ,同样 可 以 实 
现 对 于 自由 面 和 运动 界面 的 刻画 和 追踪 ,而 六 在 20 世纪 60 EAR, TET Los 
Alamos 的 得 天 独 厚 的 硬件 条 件 大 出 风头 ,展现 了 非凡 的 数值 模拟 效果 . 但 
是 ,一 般 地 实现 一 个 复杂 的 自由 面 的 数值 模拟 ,需要 数目 庞大 的 “标志 点 "或 者 
“质点 " 数 ,这 对 于 一 般 的 人 面 言 ,实在 不 容易 ,即使 在 今天 也 被 其 艰巨 和 工程 
HK. 当然 今天 这 种 标志 点 的 思想 仍然 十 分 有 意义 ,所 以 这 些 方法 仍 在 应 用 
和 发 展 , 同 时 在 运动 界面 追踪 的 数值 研究 中 ,局 部 地 采用 也 不 失 为 一 种 重要 的 
方案 . 

与 格子 类 方法 相 比 ,VOF 方法 中 ,等 个 网 格 只 要 保存 一 个 流体 体积 比 本 . 
RUE, MAK REAR TT FF BL. 并 且 通 过 巧妙 的 界面 重 构 , 可 以 给 出 自 出 面 的 
更 精细 的 描述 , 但 是 ,流体 体积 是 数 是 离散 量 , 要 比较 准确 的 求解 也 相当 困 
难 , 而且 一 般 要 求 显 式 地 构造 出 运动 界面 . 

另 ~- 种 较 理想 的 做 法 是 利用 所 谓 的 等 值 面 晒 数 (level set function) e CZ , t) 
代替 VOF 方法 中 的 流体 体积 函数 C(z 是 空间 变量 ,t 表示 时 间 ). LE p 以 适 
当 的 速度 移动 ,使 其 零 等 值 面 就 是 物质 界面 . 在 任意 时 刻 , 只 要 知道 ,然后 
求 出 其 零 等 值 面 ,就 知道 了 此 时 的 活动 界面. 等 值 面 函数 法 克服 了 一 般 波 前 
追踪 方法 必须 构造 出 具体 的 波 前 面 ,而 难以 处 理 波 前 面 的 丘 扑 结构 发 生变 化 
(MOH MRS PBS A. AMR EK MIR aOR, Aa 
较 容 易 的 处 理 复 杂 的 物质 界面 及 其 折 扑 结构 发 生变 化 的 情形 ， 

综观 当前 运动 界面 数值 模拟 问题 的 文献 ,如 果 说 20 世纪 60 年 代 是 VOF 
方法 的 主流 时 期 ,90 年 代 似 乎 可 以 说 是 ievel set 方法 的 主流 时 期 . 读者 可 以 
关注 近期 的 国内 外 文献 ,也 就 不 难 了 然 . 


16.1 level set 方法 概述 


POR HM SECUS Q0 = AUTUN, FRR, 中 是 A 物质 , A 中 是 
BPR. 0, 0; 的 界面 (1)( 两 种 物质 的 分 界面 ) 又 受 物理 场 的 制约 而 随时 间 
运动 . A.B 两 种 物质 是 不 相 溶 的 ,或 状态 不 同 . 

我 们 所 特别 关心 的 是 要 把 握 这 种 运动 界面 的 变化 . 即 在 区 域 Q 中 ,两 种 
介质 的 运动 界面 变化 情况 ,以 及 介质 的 温度 .速度 等 物理 量 的 随时 间 前 变化 . 
尤其 是 物质 界面 的 运动 情况 ,如 在 指定 时 刻 的 位 置 、. 运 动 速度 及 其 附近 的 介质 
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HRE. 

level set 方法 把 随时 间 运 动 的 物质 界面 看 租 某 个 函数 (2 WES 
面 ,pl 三 ,t) 满 足 - 定 的 方程 . 在 每 个 时 刻 ,我 们 只 要 求 出 函数 olè.) h 
值 , 就 可 以 知道 其 等 值 面 的 位 置 ,也 就 是 运动 界面 的 位 置 ,然后 求解 整个 区 域 
Q 中 我 们 关心 的 介质 的 物理 量 ( 参 见 J.A.Sethian 的 专著 [193,194] ,或 者 刘 
健 助 和 王 志 蜂 的 专著 [148] ) . 


1.level set 函数 和 level set 方程 


构造 函数 g( 瑟 ,1) ,使 得 在 任意 时 刻 OAM (i) 恰 是 g(# ,4} 的 零 等 
值 面 , 即 
TI(£-21:2€0:9(2,1)701, (16.1) 
o 的 初 值 应 满足 在 PT(0) 附 近 为 法 向 单调 AEC DOSE. 一 般 可 取 (2.0) 
为 z 点 到 界面 (0) 的 符号 距离 
d(3,T(0)), EN, 
eo) PETO), (16.2) 
|- d(2,T(0), 2€ 0,, 
d(s,P(0)) RATA MOMS. SE [£l n p CHE P BER E o 以 恰当 的 速 
度 移动 ,或 者 说 等 值 而 以 恰当 的 速度 移动 . 在 任意 时 刻 ,只 要 求 出 o HAR 
可 以 确定 活动 界面 的 位 置 , 再 去 求解 主场 物理 量 的 控制 方程 . 这 样 就 避免 了 
显 式 地 追踪 活动 界面 ( 即 物质 界面 ) ,提高 了 我 们 追踪 复杂 界面 的 能 力 . 
为 了 保证 在 任意 时 刻 ,函数 g 的 零 等 值 面 就 和 是 活动 界面 ,9 要 满足 一 定 
的 控制 方程 . 在 任意 时 刻 + PAM Tt) LEB AZ, o(%,t)=0,M 
而 有 
oy. V-V e-0. (16.3) 
对 于 具体 问题 方程 (16.3) 有 具体 的 形式 . 在 自由 面 追踪 或 二 相 流 问题 中 , 主 
场 物理 量 控制 方程 一 般 是 某 种 形式 的 N-S 方程 , 则 方程 (16.3) 就 是 
Pı t ug, t vo, - 0. (16.4) 
其 中 ,V = (xyz) 是 流体 速度 . 在 形式 上 与 前 - 节 的 VOF 方程 相同 . 
从 数学 观点 来 看 ,这 相当 于 在 n 维 的 流 场 QCR? 中 ,其 入 了 一 个 n~1 
维 的 曲面 g( ,1). 数学 上 曲面 的 曲率 函数 = 了 :区 有 其 特殊 的 意义 . 物理 
上 ,如 果 它 是 某 种 介质 面 或 者 是 运动 的 界面 , 它 的 曲率 函数 既 具 有 其 运动 的 方 
向 意义 ,同时 它 对 附近 流 场 的 效应 也 是 不 能 忽视 的 . 对 于 后 者 ,我们 在 许多 去 
动 界面 的 论文 中 可 以 看 到 ,运动 界面 问题 的 主要 物理 场 的 数学 模型 .现在 常常 
考 塌 所 谓 的 看 合 形式 ,即将 这 个 曲面 的 曲率 效应 作为 一 种 应 力 附加 到 动量 方 
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程 的 应力 项 上 . 例如 ,一 种 比较 简单 的 模型 是 (参见 专著 [148] ) 
V. Vt 


goV (16.5) 
ape Me o eye — pat fo 


level set 函数 的 单位 外 法 向 ,及 运动 界面 在 法 向 .上 :的 运动 速度 分 别 为 


29 
oa 
IV el 
P. iig , (16.6) 
= ELE 一 I. F - V. 9 
Re Nee de IV el Viv el’ 


把 (16.6) 代 入 (16.3) ,得 到 o 的 控制 方程 为 

q, * F\V ol =0, EQ, (16.7) 
这 个 方程 称 为 level sex 函数 所 满足 的 又 一 种 level set HH. 因而 在 不 同 的 县 
体 问题 ,或 者 学 者 根据 不 同 的 要 求 和 爱好 ,完全 可 以 给 出 另外 的 level set 两 数 
的 控制 方程 形式 . 特别 地 ,如 果 采 用 了 适用 同 的 实际 问题 的 耦合 型 主场 数 
学 模型 ,常常 提出 别 出 心 哉 的 level set 方程 形式 . 但 是 ,level set BR p 的 初 
值 ptz ,0) 则 一 般 由 式 (16.2) 给 出 . 


2. E313 aye 50:572 


为 了 求解 方便 ,保持 o 2 r1) 83 JURE AT OHS REE 
的 , 即 要 求 o2 LL) ETE RECEN I] ,满足 
(d(z,T(2)), ZED, (t), 
aeo. €T), (16.8) 
-d(z,P())0, ZEN). 
由 于 物质 界面 随时 间 运 动 ,我 们 用 Al), Q(t) 分 别 表示 两 种 介质 在 时 刻 : 
的 分 布 区 域 . 根据 我 们 对 9p( 芳 ;xz)》 的 初 值 的 设 定 , 初 值 是 满足 (16.8) 式 的 . 但 
是 ,一般 来 讲 由 于 数值 方法 的 内 在 效应 ,即使 进行 了 几 个 时 间 步 求解 后 , gp( 六 ,1) 
将 不 再 是 满足 (16.8) 式 定义 的 符号 距离 了 . 为 了 保持 它 的 这 一 良好 性 质 , 我 们 
采用 一 个 所 谓 重新 初始 化 (Re-initialization) 的 手段 ,也 就 是 改造 pr: ,使 其 重 
新 成 为 点 到 界面 T(z) 的 符号 距离 ， 
HERA 2, RING ARE level ser BR E oo ,要 重新 构造 函数 eG, t) 
满足 两 个 条 件 ; 
(1) e£ 0088 (16.8) PEAS SBR; 
(2) e(2 00483 go 有 类 似 的 零 等 值 面 , 即 满足 (16.1). 
要 满足 这 两 个 条 件 ,我 们 可 以 通过 求解 初 值 问题 
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-s 1- IV el), 
iB sign( gp) (E IV el) aes 


p(x 0) = gg 
的 稳定 解 来 实现 . HAER pt) HERE. 8) 8) PES PR B3 aK, mA 
《16.9) 式 容易 看 出 , 2.04 po 有 相同 的 零 等 值 面 . 因为 在 po 的 零 等 值 面 
上 ,mw=0 且 9(z,0)=0, 所 以 可 以 保持 为 零 等 值 面 . 为 了 方便 求解 ,我们 将 
符号 函数 sign( go) 光滑 化 为 
Po 


; 16.10 
v 9o * e usd 


sign, ( po) = 


3. level set 方法 的 一 般 步 又 


用 level set 方法 求解 二 相 { 或 多 相 ) 介 质问 题 的 一 般 步 又 是 : 

(1) 初始 化 . 

初始 化 所 要 求 的 物理 量 及 函数 p (mr) (HH CI6.20 3X 88 HO. 下 面 假设 tn 
时 刻 的 物理 量 值 和 level set 函数 plè, t,) BM. 

(2) 求解 level set 方程 . 

求解 方程 (16.3) 的 具体 形式 ,得 到 下 一 时 刻 的 level set 函数 olè, tni) 
在 整个 求解 区 域 中 的 值 . 此 时 的 新 的 运动 界面 (4, ,1) 就 是 oz, 1, 2 PE 
EXT M: Tita) = {ge Q:9C2,t,:4)—01 ,但 此 时 的 ela, the J BA 
再 是 符号 距离 函数 了 . 

(3) 重新 初始 化 . 

将 CF tes IRAE O6 9) PM og KAR RA B16.9) BRE, Hic 
为 Q(X 1,44). 

(4) 求解 物理 量 的 控制 方程 . 

结合 g (这 ,t+1) 的 值 ,求解 主场 的 物理 量 的 控制 方程 ,得 到 i, ;1 时 刻 的 
物理 量 的 值 . 在 gp( 吉 ,it, +;) 变 号 的 地 方 ( 即 界面 ) 进 行 特 殊 处 理 . 

(5) 重复 (2)~ (4) ,进入 下 一 时 间 步 的 计算 . 

这 只 是 用 level set 方法 求解 的 大 体 框架 ,具体 问题 ,还 要 镍 适当 调整 . 每 
一 步 的 求解 ,具体 问题 具体 解决 . 

“下 面 几 节 ,我 们 将 分 别 对 上 述 几 个 步 又 的 求解 作 更 详尽 的 讨论 . 


16.2 求解 level set 方程 


在 界 而 追踪 问题 中 ,求解 运动 界面 是 至 关 重 要 的 , 面 活动 界 而 的 位 置 、. 儿 
何 形状 等 特性 对 于 求解 物理 量 的 控制 方程 十 分 关键 ,甚至 在 很 多 时 候 ,活动 界 
面 正 是 我 们 关心 的 问题 . 由 于 在 时 刻 : ,活动 界面 T(t) 就 是 oz L) BEER 


Ste ik HH 8 SESE BE 
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面 ,从 而 level set 方程 求解 的 准确 程度 就 是 十 分 关键 的 问题 . 

前 面 我 们 讲 过 ,对 于 不 同 的 具体 问题 level set 方程 的 形式 不 同 ,求解 方法 
也 就 不 同 , 下 面 分 别 对 方程 (16.4) 和 (16.7) 的 求解 作 较 为 详细 的 讨论 . 其 他 
形式 可 以 作 类 似 处 理 ， 


1. 输 运 方程 


对 方程 (16.4) ,我 们 采用 三 阶 ENO 格式 或 五 阶 WENO 格式 离散 空间 导 
数 p.,9,( 以 二 维 情 形 为 例 ), 用 TVD-Runge-Kurta 格式 离散 时 间 导 数 o,- 

利用 ENO 或 WENO 格式 ,可 以 构造 出 左 侧 和 右 侧 离散 导数 值 分 别 为 
9..9i. Qo 分 别 是 由 以 左 侧 和 右手 网 格 为 基准 网 格 进行 模板 选择 而 构 
造 出 来 的 插值 多 项 式 ,然后 求 导 得 到 的 空间 导数 值 . 然后 ,在 某 个 网 格 内 ,如 
果 w>0, 则 用 pz 来 作为 px 的 离散 ,否则 用 gi. vo, 同样 处 理 . 

时 间 离 散 采 用 TVD-Runge-Kutta 方法 ,这 里 采用 二 阶 、 三 阶 Runge-Kutta 
HE. 通过 上 述 空间 导数 离散 将 方程 化 为 常 微分 方程 


d 

L(Y (16.11) 
其 中 ,L(g) 是 空间 导数 项 的 离散 算 子 . 二 阶 时 间 TVD-Runge-Kutta 方法 分 为 
PEE. 

人 oO n AtL (ge), 

oO Low 十 icm + Ate (¢)). 
三 阶 的 TVD-Runge-Kutta 法 分 为 三 步 : 
o = ge + AIL(Q07), 


Q3 509 4 E So 4 bag (UO) 
IL 4? 4? (16.12) 


H 
4 
POR QU " : oos 2 MIL Cg (9). 


2.Hamilton-Jacobi 方程 


MH (16.7), F 一 般 是 Vp 的 函数 ,于 是 方程 (16.7) 变 成 为 Hamilton- 
Jacobi BAR. MASA 
p+ H(V 9) - 0. (16.13) 
1988 年 Osher 和 Sethiantl691 给 出 了 一 些 详细 的 解法 . 
(1) 一 维 问题 
4 u= e, ,然后 对 方程 (16.13) 求 x 的 微分 
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u, - [HCu)], 7-0, 
这 是 守恒 律 方程 . 它 的 解 可 以 号 为 如 下 形式 


TET 
u, = 


d tea di 12 ) ， (16.14) 
E, fia fU peo siete: BF um p RIA 


San Dy uar. 
对 (16.14) 式 内 - oF | RA, A 
€il5292- Atan(D g- pegar Dt gtegsiads (16.15) 
Kw D'oj.157 Gaia p- D' pain = 9,432 7 Pin. TEX CIS. 15) 
"PRA j ARG +1 ,得 到 
pit = pr- Atan Do pristo D gra. (16.16) 
问题 是 构造 合适 的 数 债 流通 量 2.1, ,不 同 精度 的 数值 流通 量 ,也 会 得 到 不 同 
精度 的 格式 (16.16). 
(2) 高 维 问题 
以 二 维 为 鲍 ,考虑 离散 形式 
Gy = 91,7 Atan Dip pl; 

Doe seco arida (16.17) 
HoBgdÉUOptag-irtsti TERM mU. px 51169] rp fe d 25 
Hamilton-Jacobi-Godunov 格式 

Bg Di 94 Di ey Ds, Pus Dy 9,7 y, mex( XHH, u)). 
AIP max 是 对 uE [ min( D, e, Dig,),max(D, gy Diga) Ré, if 
x5 =sign( DID; py) y2-sign(D,; D, py) 
Hj(u)7 yjmint y3H(u,v)). 
v€[min(D; py D; 9, ) max Doo, Dipp) Is 
HEM VE AH v AREA SS KAM 169). 
因为 我 们 保持 在 任意 时 刻 level set 函数 plr, Æ x 到 运动 界面 的 符号 
距离 函数 .所 以 一 旦 求 出 了 t 时 刻 的 level set 函数 ,界面 法 向 站 和 上 曲率 上 可 以 
直接 由 level set 函数 o(z.2) hU 


V 
7, (16.18) 
IV ol 
V PRISE) + oio. 
kcv aov (oti) fe CIS ZUR Pie, (16.19) 
IV el Pr t Py 


这 样 运动 界面 的 位 置 以 及 法 向 .曲率 等 几何 性 质 便 求 出 来 了 . 
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16.3 重新 初始 化 方程 的 求解 


方程 (16.9) 是 Hamilton-Jacobi 方程 ,我 们 当然 可 以 采用 16.2 中 的 六 法， 
这 里 介绍 两 种 Godunov 方法 、 首先 将 方程 (16.9) 写 成 如 下 形式 
S( gy) o, S( po) p; 
+ at lo = S( go), (16.20) 
ý Waseda wal 9 
其 中 S(po) 是 符号 函数 sign C qo) ,我 们 取 其 光滑 化 为 


1 
1 


> 9 
S. go) = ———. (16.21) 
Po 
1. 一 阶 、. 单 调 Godunov 格式 !35,1621 
一 种 比较 简单 的 一 阶 .单调 格式 可 描述 如 下 
$15 = PF, ArSe( Pos) GCE) (16.22) 


其 中 


oi ear d 
E UNA Poj 7 0, 
GR) 71 Vmax la 5, (6* 3) + mx((c- Y.(d^ ) -1, 9o, <0, 
lo, | 否则 ， 
a {pis $i 1,)7]h, b=(g,+1,;— 9,)/h, 
c= (pi, pi- ales d= (p+1™ $,)h. 


Tj z'-—max(z,0), xz =min(z,0). 


2. 修正 的 Godunov AU? 


为 了 提高 精度 ,我们 由 ENO 或 WENO 方 法 构造 从 左 侧 和 右 侧 的 导数 离 
BUA pi. 分 别 是 来 代替 一 阶 Godunov 方法 中 的 前 差分 和 后 差分 a,b,c, 
d. 时 间 导 数 离散 采用 二 阶 或 三 阶 TVD-Runge-Kutta WH. 

首先 定义 

-Slp l ez | — 19: 1) 
PIP: i 


(16.23) 
对 p, 作 如 下 离散 
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(9:5 Sip ei 20, Sloe, 20, 
pr, S(qQei X0, Sl ge; «0, 
9,7 19, Slo oi >0, Sloe; «0, (16.24) 
lo., Sleppi <0, Slo py 50,570, 
Lo: > Slepi <0, Slepp, >0,5<0. 
同样 处 理 p. 当然 式 (16.24) 是 与 上 述 公式 [16.22) 完 全 相同 ,只 是 表达 方式 
不 同 而 已 . 
对 方程 (16.9) 进 行 时 间 步 的 近代 达到 稳定 解 , 也 就 是 o,20. 数值 上 ,要 
求 


3 bgt set e| en 


e 一 个 小 量 ,一 般 可 取 为 0.01Azr ,一 般 只 需 3~4 HER, HEBER DT 
KIER. 


16.4 物理 量 的 控制 方程 的 求解 


一 般 来 讲 ,主场 的 控制 方程 如 果 是 守重 律 形式 可 以 用 ENO 或 WENO 方 
法 及 间断 Galerkin 方法 求解 ， 如 果 是 对 流 扩 散 方 程 可 以 用 局 部 间断 Galerkin 
方法 求解 . 我 们 不 再 讨论 物理 量 控制 方程 的 求解 方法 ,只 是 着 重 讨论 一 下 解 
level set 函数 方程 如 何 与 求解 物理 量 控 制 方程 结合 起 来 . 

界面 追踪 的 目的 是 在 界面 附近 作 尽 可 能 的 精细 的 处 理 , 以 期 望 在 界面 附 
近 和 界面 上 达到 所 要 求 的 精度 . 我 们 已 经 通过 各 种 方法 得 到 level set 函数 BP 
计算 区 域 中 任意 网 格 点 到 运动 界面 的 符号 距离 郊 数 p(x,:). 也 就 知道 了 运 
动 界面 的 位 置 和 法 向 、 曲 率 等 几何 特征 . 然后 在 进行 物理 量 的 控制 方程 的 求 
解 时 ,怎样 利用 这 些 信息 达到 更 加 精确 地 求解 . 也 就 是 level set KAHR 
HEH EMBARK. 以 下 介绍 三 种 方式 . 


1. 外 插值 方法 离散 界 通 附近 的 点 


这 种 方式 是 把 物质 界面 看 成 内 部 边界 ,两 种 介质 A.B 在 两 个 区 域 OS. 
92( 世 中 分 别 求 解 ,假设 界面 是 完全 间断 的 . 一 般 来 讲 , 一 种 数值 方法 ,总 是 在 
离散 菜 个 点 时 ,用 到 周围 的 点 的 函数 值 ,在 界面 附近 的 一 种 介质 点 上 的 离散 要 
用 到 另 一 个 区 域 中 点 的 函数 值 . 界面 追踪 很 重要 的 一 点 就 是 ,一 种 介质 的 物 
理 量 的 求解 不 可 用 到 另 一 种 介质 的 物理 量 ,否则 就 会 模糊 界面 ,从 而 使 完全 亿 
断 的 界面 变 成 了 大 梯度 区 ,而 失去 了 界面 追踪 的 效果 . 这 时 我 们 可 以 采用 外 
插值 的 方法 ,避免 使 用 男 一 种 介质 点 上 的 函数 值 . 


16.4 My PA it AYE ily BOR 72157 > 


ij Hl, j1 


图 16.1 运动 界面 附近 的 特殊 处 理 


图 16.1 Pim IB UE AAS, = (x y ETC), x Sari, AF 
level set BRAS BR BA EC FUE LU 


$i 1, 
Pista Puj 


Xil x= | jaz=raz， 


(16.25) 


二 ( Pu )}az=-Az， 
Pitl,s Pin 


然后 利用 他 们 来 构造 插值 多 项 式 PP. 也 就 是 利用 (x;_2,), gii. 
(ze (Tri, gu (tps B87) 来 构造 插值 多 项 式 PH, H Crego 
gisa Do (Tit2 o Berg)» Ges Eoi D Grp Bj) 来 构造 PP, PL P? 分 别 用 
来 离散 界面 左 侧 和 右 侧 附 近 的 点 . 其 中 g 表示 某 个 物理 量 . 


2. 将 界面 附近 进行 光滑 化 ?151 


这 种 方式 是 把 整个 计算 区 域 的 介质 看 成 不 均匀 的 一 种 介质 ,整个 区 域 一 
起 求解 . 将 界面 光滑 化 ,界面 附近 看 成 大 梯度 区 域 进行 计算 . 如 介质 A 的 某 
个 物理 量 是 ga, 介 质 卫 的 该 物理 量 是 gu. 作 光 滑 化 将 其 统一 为 


Sa4， ea, 
g7iEn psa, (16.26) 


Eg * Agsin(xp/(2a)), pla, 
其 中 g= (gat gp)/2,Ag= (g4 — gg)72. 
光滑 化 是 为 了 避免 数值 上 的 麻烦 ,使 求解 方便 . 整个 区 域 一 起 来 求解 , 难 
免 将 界面 模糊 化 ,得 不 到 十 分 尖锐 的 图 像 ,但 在 任意 时 刻 我 们 都 是 首先 追踪 色 
界面 的 位 置 ,然后 再 作 光 滑 化 ,而 且 追 踪 界 面 是 利用 专门 的 方程 来 实现 ,这 种 
模糊 化 不 会 传播 ,可 以 控制 在 确定 的 有 限 几 个 网 格 内 . 


3.ghost 方法 [71 


level set 方法 最 大 的 优点 就 是 避免 了 显 式 的 追踪 运动 界面 ,与 以 往 的 格子 类 
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方法 (如 PIC MAC 等 ) 及 直接 的 波 前 追踪 方法 相 比 ,大 大 提高 了 对 复杂 界面 以 
及 界面 的 复杂 运动 (如 破碎 、 碰 挤 , 翻 卷 等 拓扑 发 生变 化 ) 的 处 理 能 力 , 在 求解 物 
理 方程 时 ,利用 上 述 方法 对 界面 附近 作 精 细 处 理 , 也 就 是 实现 界面 追踪 和 物理 方 
程 求解 砖 合 时 ,又 对 界面 附近 的 点 作 特 殊 的 计算 求 值 ,编程 时 要 人 为 地 操作 .这 
在 -- 定 程度 上 削弱 了 方法 的 优点 ,同时 也 降低 了 方法 在 处 理 复杂 界面 时 的 能 力 ， 
事实 上 ,我 们 在 求解 物理 方程 时 ,对 运动 界面 的 处 理 , 关 键 要 解决 的 就 是 在 求解 
界面 一 边 的 物理 景 时 要 用 到 另 一 边 的 物理 量 函 数值 . 当 我 们 把 界面 看 成 严格 的 
间断 面 ( 线 ) 时 ,问题 在 于 求解 一 种 流体 区 域 上 z, ,1 时 间 层 的 函数 值 时 ,我 们 不 
可 以 直接 的 利用 另 一 种 流体 区 域 上 的 函数 值 . 所 以 我 们 首先 要 得 刘 那 些 位 于 界 
击 另 一 边 其 实 并 不 存在 但 又 要 用 到 的 网 格 上 的 函数 值 . 

为 了 解决 上 述 问题 Osher, Glimm 等 人 最 先 使 用 所 谓 ghost 网 格 方法 . E 
整个 计算 区 域 是 0 ,流体 A 所 在 的 区 域 记 作 Qi ,流体 B 所 在 的 区 域 记 作 o. 
在 A, 内 的 网 格 称 为 流体 A 的 真实 网 格 ;而 区 域 22 内 的 网 格 称 为 流体 B 的 
真实 网 格 . 我 们 在 区 域 A, 内 定义 流体 A 的 所 谓 “ghost" 网 格 ,并 根据 间断 关 
系 及 提高 分 辩 率 的 目的 给 这 些 “ghost” 网 格 赋 以 函数 值 . 这 样 在 整个 介面 附近 
的 计算 区 域 中 的 每 个 网 格 上 都 有 了 流体 A 的 物理 量 的 函数 值 ; 间 岸 ,在 R 内 
定义 流体 B BS “ghost” Pik ,使 得 整个 介面 附近 的 计算 区 域 的 每 个 网 格 上 都 有 
流体 B 的 函数 值 . 这 样 在 计算 中 ,对 两 种 流体 分 别 在 整个 计算 区 域 上 进行 计 
算 . 不 需要 再 对 界面 附近 作 任何 特殊 处 理 ,方便 了 编程 ,而且 容 易 处 理 界面 的 
复杂 变形 ,下 面 我 们 以 空气 动力 学 Euler 方程 为 例 说 明 ghost 网 格 方法 . 

(1) 一 维 情形 

一 维 Euler HEA = PSE, BRE 6 ,动量 ou ,能 量 e. 在 如 时 刻 ,已 知 区 
RA 中 流体 A 的 各 个 函数 值 ,为 了 求解 下 一 个 时 刻 z, ,1 的 流体 A 的 函数 
值 ,需要 知道 1, MATER RRO, 中 的 流体 A 的 函数 值 EA “ghost” AR 
值 . 由 于 物理 的 原因 ,在 跨 过 运动 界面 ,压力 p 和 速度 是 连续 的 . 所 以 
“ghost" 网 格 上 的 压力 和 速度 的 值 应 该 取 区 域 Q, 中 真实 流体 的 压力 和 速度 . 
我 们 可 以 直接 从 流体 B 的 压力 和 速度 复制 过 来 . 这 尾 就 定义 了 压力 和 速度 在 
“ghost" 网 格 上 的 值 , 还 有 一 个 自由 度 需 要 确定 . |i TH S 在 接触 间断 中 普遍 
是 间断 的 ,所 以 我 们 选 它 作为 第 三 个 需要 确定 的 自由 度 . 

由 于 炳 是 间断 的 ,可 以 通过 外 插值 来 确定 它 在 "ghost” 网 格 上 的 值 , 由 于 
高 阶 播 值 会 产生 所 谓 的 “overheating” 误 差 ( 详 细 讨 论 请 参阅 文献 [721) ,我 们 
宁愿 选择 常数 外 插值 . 如 图 16.2 所 示 的 情形 level set 函数 在 网 格 i 和 i+1 
之 间 改 变 符号 , 邑 运动 界面 落 在 节点 i 和 :+1 之 间 . 在 点 ; 及 其 左边 的 节点 
上 定义 的 是 流体 A 的 呜 数值 ;在 点 i+1 太 其 右边 的 节点 上 定义 的 是 流体 B 
的 函数 值 . 为 了 计算 流体 A 的 函数 值 ,需要 定义 "ghost" 了 网 格 i+ 1 RELA 
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的 函数 值 . 其 上 的 压力 和 速度 值 可 以 从 流体 B 的 真实 网 格 上 复制 过 来 . 而 对 
于 科 ,我们 采用 常数 插值 ,为 了 前 盟 “overheating” 现 象 , 采 用 所 谓 的 “isobaric 
fix” 技 术 , 即 将 i ARRERA i a 点 的 烂 , 然 后 作 常数 插 值 ,也 就 是 

S,= Sl, Shi=Si1, Shan Si 
式 中 的 上 标 G 表示 “ghost" 网 格 . 现在 在 点 i 和 界面 右边 的 “ghost" 网 格 上 压 
Ji p SE u HH OS 都 有 了 赋值 . 于 是 “ghost" 网 格 上 的 密度 o 3h m= eu. 
能 量 e 可 定义 为 

1 
p= (£y. m= pu. en Beyer. 


interface 


Æ 16.2  -H ghost 网 格 


(2) 多 维 情 况 

ghost 网 格 在 一 维 情形 实质 上 是 常数 外 插值 ,还 看 不 出 它 的 优越 性 ,我 们 
可 以 直接 用 常数 插值 来 代替 . 在 多 维 情况 下 ,如果 要 进行 插值 ,最 直观 合理 的 
方法 就 是 沿 着 界面 的 法 方向 作 插 值 了 . 然而 在 界面 比较 复杂 的 情况 ,这 种 插 
值 是 由 难 的 . 我 们 着 望 将 需要 插值 的 变量 (如 粹 ) 连 续 芯 至 常数 地 扩展 到 界面 
的 另 一 边 . 这 时 ,可 以 通过 求解 下 面 的 方程 来 实现 


LI *£5-V-1-0, (16.27) 
其 中 ,I RERET DOE (UD S. w= v E ERIS S A RARE. 由 


六 的 定义 可 知 , 它 总 是 由 p<0 的 区 域 指向 ?>0 的 区 域 . 因此 ,如 果 我 们 要 将 变 
BM g<<0 的 区 域 向 p>0 的 区 域 扩展 ,在 方程 (16.27) 中 用 + ;而 反之 ,用 - 

与 一 维 情形 类 似 , 采 用 “isobaric fix" CR ,在 求解 方程 (16.27) 时 , 当 用 + ， 
即 变量 从 P<0 的 区 域 向 p>0 的 区 域 扩展 时 ,保持 p< -e 的 区 域 的 函数 值 
不 变 ; 反 之 ,保持 o> e 的 区 域 的 函数 值 不 变 . e 一 般 可 以 取 为 1,SAz， 

在 多 维 人 情况 ,变量 有 密度 p ,压力 p ,速度 区 .当然 压力 跨 过 界面 仍然 是 
连续 的 ,我 们 可 以 同一 维 时 的 处 理 , 在 “ghost" 网 格 上 的 赋值 直接 从 界面 另 一 
边 的 真实 流体 网 格 上 复制 过 来 . 但 速度 有 多 个 方向 ,将 其 分 解 到 界面 的 法 线 
方向 六 和 界面 的 切线 方向 -上 ,分 别 记 为 vw* 和 六 (如 果 是 三 维 傅 况 , 则 vw! 是 
矢量 , 稍 后 讨论 ) 


SR, wvi-uü'n'--un,twn,. 
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可 以 认为 法 向 速度 o^ 是 连续 的 ,处理 方法 同 压 力 p; 而 切 向 速度 有 可 能 存在 大 
ATH) Br, SE SEES DUE S 的 处 理 ,同样 采用 ”isobaric fix” 技 术 , 用 切 向 速度 代 
替 方 程 (16.27) 中 的 了 迭代 至 稳定 解 (实际 上 ,一般 数 值 方法 只 是 需要 界面 另 一 
边 的 一 个 或 几 个 网 格 ,计算 中 并 不 需要 真正 得 到 稳定 解 ,只 要 迭代 几 步 ,使 要 扩 
展 的 函数 扩展 到 所 需 的 网 格 即 可 ,这 要 根据 具体 的 数值 方法 和 界面 复杂 性 而 定 ， 
一 般 只 需要 10 步 左 右 ). v! 扩展 后 ,在 "ghost” 网 格 上 将 真实 流体 网 格 上 的 法 向 
速度 v" 与 “ghost" 网 格 上 切 向 速度 of 合成 为 "ghost "网 格 上 的 速度 . 

JE. —(u.v,w) ,速度 法 向 分 量 为 o= u:i, MERRE AN 
动 界面 的 切 平 面 的 分 量 为 去 -~ v". 把 方程 (16.27) 作 用 到 -o 上 ,得 到 
“ghost" 网 格 上 的 速度 的 切 向 分 量 ,然后 再 与 真实 流体 网 格 上 的 速度 法 向 分 量 
合成 为 “ghost" 网 格 的 整体 速度 . 

level set 方法 不 需要 显 式 的 追踪 运动 界面 ,克服 了 ~~ 般 波 前 追踪 方法 难于 处 
理 复杂 的 物质 界面 ,及 其 发 生 拓 扑 变 形 情况 的 弱点 ,而 且 边 界面 的 - 些 特征 (如 
法 向 ,曲率 等 ) 直 接 隐 含 在 level set 函数 中 ,便于 精细 地 描述 界面 . 还 易于 向 高 维 
推广 . 已 经 被 用 来 处 理 几何 ,流体 力学 工艺 过 程 等 许多 方面 的 问题 . 在 这 方 而 
以 Osher 为 首 的 研究 群体 ,Chent35], Fedkiv? , Merrimani1621 , Sussman!?!*- ,以 及 
Sethian 和 Strain[14,20-212193] 等 人 在 这 方 而 做 了 很 多 杰出 的 工作 . 


图 16.3 利用 RKDG 方法 结合 level set+ ghost 网 格 进行 界面 追踪 
所 计算 的 激 波 打 到 气泡 的 模拟 图 像 
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附 录 
四 个 求 差分 格式 的 Modified PDE 的 
MATHEMATICS 程序 


(* Program 1 ") 


(' This program generates the MPDE of a finite difference scheme 
for the governing equation:u,+au,=0 *) 


Clear[fds, order, level, mpde, expfds]; 
Clear[exp, e, g, tmp, media, k, l, i, m]; 


Clear{t, x, c, a]; 


(° Please input the following information. Here and in the other 3 

prgrams, “fds” means the left - hand side composed of all the non - 

zero terms in a finite difference scheme, "order" means the highest 

order 
you want to obtain in the remainder of the MPDE, “lev- 
el” means the level number of the finite difference 
scheme. Please refer to the description of the algorithm 
in Page 13. *) 


(* Notice : Please input U[j, n] to denote u? and so on. For example, suppose 


that you want to achieve the Sth order in the remainder of the MPDE 
for Upwind scheme, you input : 
fds= Ulj, n + 1] - Ulj, n] + cx (UD, n] - Ulj ~ 1, 3D; 
order - 5; 
level 7 2; *) 

{ds= 3 


order=  ; 


CO MEE: 


level= ; 


(* H you have completed the input, please execute the menus command 
" Kernel Evzluation-* Evaluate Notebook ". Now be- 
gin computing * ) 
cfds= Simplify[ fds]; 
tmpexp= Series(u[x, t], {x, xj, order}, {t, tn, order} ]; 
media = Normalltmpexp]: 
For[i= 1, i & order, i+ +., Forlm- 1, m X order, m+ +, tmp= media; 
media= H[i + m > order, tmp /. !Derivativeli, m]{u][xj, 
tn] — 01, tmp}; 4]; 
media ; 


explk ,1 !- media /. Ix -> (xi) + k*( dx), t— (tn) + 1*(dOl; 


expids= 0; 
For[n0= -level + 2, n0 <1, n0+ +, For[j0= -6, 0s: 6, jO+ +, tmp 


= expfds; 
expfds= tmp + Coefficient[cfds, U[j + j0, n + n0]] 
* exp[j0, n0]]]; 

tmp= Simplify[expfds]; 

expfds= Collect[tmp, u]; 


tmp= expfds /. {xj > x, tn — tl; 
expfds= Cancel[ (tmp /. łc — (a dt)/dxl )/Coefficient[ tmp, u OU Ix, t]]]; 


tmp= Simplify[expíds]; 
mpde- Expand[tmp]; 


Array[e, lorder, order + 11]; 
Array[g, lorder, order * 11]; 
For[n= 1, n S order, n+ +, For[k= l, k&n + 1,k++, 
eln, k]= Coefficient[ tmp, Derivative[k — 1, n — k + 1] 
[ull x, 11313; 
For[n= 2, n S order, n+ +, 
For[k= i, kn, k++, 
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For[m= n, m S order, m+ +, 
For[j? k. jm t k t 1 - n,j* ^, 
gm, jJ= elm, j] -elm - n+ 1l; j - k 
+ 1]*eln, k];] Hi 
For[m= n, m €& order, m+ +, 
Forlj= k, jSm+k+ 1 - n, jt *, 


elm, j]= glm, i] ; 1] 1] 
mpde= 0; 


For[n= 1, n Š order, n+ +, 
Fok2 1, k &cn* l, kt *, 
gln, k] = Factorle[n, k] 7. idt > cx dx/al]; 
mpde= mpde + g[n, k] * Derivative[k — 1, n 


-= k + 1x, til); 
Print[“0=”, mpde] 


(* Program 2 *) 


(^ This program generates the 1 - MPDE of a finite difference scheme 
for the governing equation : u, t au, 70 *) 


Clear[fds, order, level, mpde, expfds]; 
Clear[exp, e, g, tmp, media, k, l, i, m]; 
Clearl a. c, x, t); 


(* Please input the following information ') 
fds= 3 
order=  ; 


level= ; 


(* H you have completed the input, please execute the menus command 
“Kernel Evaluation Evaluate Notebook". Now be- 
gin computing “) 


cfds= Simplify( fds]; 

tmpexp= Seriesiul t, x], it, tn, order}, {x, xj, order! ]; 

media= Normal] tmpexp]; 

Forli= 1, i X order, i+ +, For[m- 1, m X order, m+ +, tmp= media; 
media = If[i + m > order, tmp /, |Derivativeli, m][u'[tn, 
xj] + 01, tmp);1]; 

media ; 

exp[k , 1 ]- media /. ix — (xj) + k*( dx), t — (tn) + 1*(dt)l; 


expfds= 0; 

For.n0= ~level + 2, n0 < 1, nO * +, ForljO= -6,j0 <6, }0++, tmp 
= expfds; 
expfds= tmp + Coefficient[cfds, UL + j0, n + n0]] * exp 
(j0, n0]]}; 

tmp= Simplify[expfds]; 

expfds= Collect[tmp, ul; 

tmp= expíds /. {xj > x, tn — t); 


expfds= Cancelf (tmp /. [e — (a dt) /dxl) Coefficient! tmp, & P [c, x11]; 
tmp = Simplifyl expfds] ; 
mpde= Expand! tmp]; 


Array[e, lorder, order + 1!]; 

Array[g, jorder, order + 11]; 

For[n= 1, n & order, n+ +, Forfk= 1, k in * 1, k++, 
eln, k] = Coefficient[tmp, Derivativelk — I, n — k + 1] 
Cult, xJ}3)); 


For[n= 2, n & order, n+ +, 
For[k= 1, kn, k++, 
For[m= n, m € order, m+ +, 
Forlj= k,j Sm +k+1-njt+, 
gim, j]= elm, j] ~- e(m- n * 1, 
j^ k+ 1)*eln, k];] ]; 
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For[m7 n, m Xi order, m+ +, 
For[j= k, js; m-* kt 1- nj++， 
elm,j]=glm,j] : J} 1 
mpde= 0; 
For[n= 1, n order, n+ + , 
Folk = 1, k n * 1, k* *, 
gln, k] = Factor(e(n, k} 7. Idx 一 a*dt/cl]; 
mpde= mpde + a* g[n, k] * Derivative[k - 1, ù — 
k + 1_ult,x];J]; 
Print[^0—", mpde] 
(* Program 3 2) 
("This program generates the MPDE of a finite difference scheme for the 2D 


; 、 " 
governing equation :u, + au, + bu, =0 ) 


Clear[ f, fds, order, level, mpde, expfds]; 
Clear exp, tmp, media, k, 1, r, j, n, i, m]; 


Clear[a, b, cl, c2, xi, yj, tn]; 


(" Please input the following information ” ) 
fds= ; 
order=  ; 


level= ; 


(* If you have completed the input, please execute the menus command 
“ Kernel Evaluation Evaluate Notebook ". Now be- 
gin computing ') 


cfds = Simplifyl fds]; 

tmpexp= Series[ u[ x, y, tl, {x, xi, order}, ly, yj, order}, |t, tn, order} }; 

media= Normal{tmpexp]; 

For[p= 0, p S order, p+ +，For[m= 0, m X order, m+ +, 

Fer[q= 0, q X order, q+ +, tmp= media; 

media = 

If[p + q + m > order, tmp /. {Derivative[ p, m, q][u][xi, vi, 
tn] — 0}, tmp];}]); 
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media; 


explk_,1_, r_]= media /. ix — (xi) + k* (dx), y > (yj) + lx (dy), 
t— (tn) + r*( dii; 


expfds= 0; 
For[n0 = -level + 2, nð x: 1, nO +, Forfi0= -3, i0 <3, 0+ +, 
For[j0= -3, j0 < 3, j0+ +, tmp= expfds; 
expíds 2 tmp + Coefficient[cfds, ULi + i0, j + i0, n + n01] 
* explid, j0, n0]]]]; 
tmp= Simplify[expfds]; 
expfds= Collect; tmp, uJ; 


tmp= expfds /. xi = x, yj > y, m tl; 


mpde- tmp /. {cl 一 ax (dt) /(dx), c2 — bx (di /(dy)l; 

expids= Cancelf mpde/Coefficient[ mpde, Derivativel0, 0, 1][ulix, y. 13]; 
tmp = Simplify[ expíds] ; 

mpde- Expand[ tmp] ; 


For [k= 2, k & order, k+ +, 
For[l= k, 1221, 1- , Forlm= Oo, mk- 1, m+ +, 
tmp= Simplify[ mpde - Coefficient] mpde, Derivative k — m 
~ 1, m, l:ul[x. y, tJ]l* 
D[mpde, ix, k- m - l}, ly, m}, 
it, 1-111]: 
mpde- Expand[ tmp]; 
For[p=0, p & order + k, p++, 
For[r= 0, r& order + k, r+ +, For[q= 0, q S order + k, 
q+ 十 ， 
tmp= mpde; 
mpde= If[p + q + r > order, ump /. (Derivative! p, r, 
al[ul[x, y. ti 01, 
tmp];1]]; 
132113 
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tmp= Simplify[mpde /. Di— 


cl * dz}, 
a 
For[k= 2. k € order, k+ +, Forlm= 0, m k, m+ +, 
mpde- tmp; tmp= Collect mpde, Derivative[k — m, m, 
9][uJIx, y. t]];]]; 
mpde- tmp; 
Print["0 —-", mpde] 


(* Program 4 e) 
(' This program generates the MPDE of a finite difference scheme 

for the linear system : V, + AV, —0, where V — e. A- p x 

w 562 bl 
Clear[fdsl, fds 2, mpdel, mpde2, tylorl, tylor2, order, level, 
expfdsl, expfds2, efdsl, cfds2_; 
Clear[expl, exp2, tmp, tmpl, tmp2, medial, media2, tmpexpl, tmpexp2, 
k, 1, i, m]; 

clear[ x, t. u, w, U, W, cl, c2, dl, d2, al, a2, bl, b2]; 


(? Please input the following information. Here "fds1" means the left - hand 
side of the finite difference approximation for the first 
governing equation, “fds2” means that for the second 
Boverning equation. “J 

(° Notice : Please input U[j, n] to denote uj. WI[j, n] to denote wy, and so 


on. *) 


fdsl = 
fds2= ; 


order=  ; 


- 


level = 


- 
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16.3 重新 初始 化 方程 的 求解 


方程 (16.9) 是 Hamilton-Jacobi 方程 ,我 们 当然 可 以 采用 16.2 中 的 六 法， 
这 里 介绍 两 种 Godunov 方法 、 首先 将 方程 (16.9) 写 成 如 下 形式 
S( gy) o, S( po) p; 
+ at lo = S( go), (16.20) 
ý Waseda wal 9 
其 中 S(po) 是 符号 函数 sign C qo) ,我 们 取 其 光滑 化 为 


1 
1 


> 9 
S. go) = ———. (16.21) 
Po 
1. 一 阶 、. 单 调 Godunov 格式 !35,1621 
一 种 比较 简单 的 一 阶 .单调 格式 可 描述 如 下 
$15 = PF, ArSe( Pos) GCE) (16.22) 


其 中 


oi ear d 
E UNA Poj 7 0, 
GR) 71 Vmax la 5, (6* 3) + mx((c- Y.(d^ ) -1, 9o, <0, 
lo, | 否则 ， 
a {pis $i 1,)7]h, b=(g,+1,;— 9,)/h, 
c= (pi, pi- ales d= (p+1™ $,)h. 


Tj z'-—max(z,0), xz =min(z,0). 


2. 修正 的 Godunov AU? 


为 了 提高 精度 ,我们 由 ENO 或 WENO 方 法 构造 从 左 侧 和 右 侧 的 导数 离 
BUA pi. 分 别 是 来 代替 一 阶 Godunov 方法 中 的 前 差分 和 后 差分 a,b,c, 
d. 时 间 导 数 离散 采用 二 阶 或 三 阶 TVD-Runge-Kutta WH. 

首先 定义 

-Slp l ez | — 19: 1) 
PIP: i 


(16.23) 
对 p, 作 如 下 离散 
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tmp2= expíds2; 
expfds 2= tmp2 + Coefficient[cfds2, W[j + j0, n + n0]] * 
exp2_j0, n0]; J}; 
tmp= Simplify[ expfdsl ] ; 
expfdsl = Collect{tmp, ul; 


tmp= expfdsl / |xj-x, tn—tl ; 
| al*dt a2* dt 
tmp/. Q ,cl dz |. 


dr 
coefficient[ tmp, u Pr) 
imp= Simplify[expfds2]; 
expfds2 = Collect( tmp, w]; 
tmp= expíds2 /.lxjox, tnt); . 


j bl*dt a2 * dt 
tmp/. |d2™ du ceo ae | 


coefficient[ tmp, wl [ x ,£]] 
tmp = Simplifv[expfdsl ] ; 


expfdsl = Cancel | 


expfds2 = Cancel | 


tylorl = Expand[ tmp]; 
tmp = Simplify[ expfds2] ; 
tylor2 = Expand[tmp]; 


mpdel = tylorl; 
mpde2 = tylor2; 


For[k= 2, k order, k+ +, For[l= k, | 21,1--, 


tmpl = Simplify[mpdel - Coefficient] mpdel, u^ ^^? [2,:]] 
91,4 - n, te titylorl]; 


mpdel- Expand[tmpl]; 


tmp2= Simplify[mpdel - Coefficient[ mpdel, w4 ^?57,(]] 


Əz, le-Utylor2 s 


mpdel = Expand[tmp2); 
For[p= order + 1, p & order + k, p+ +, Forlq= p, q = 
0, 二 
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tmp= mpdel /. iu *9[z,:]-0, wh *?[z,:]—01; 


mpdel = tmp;]:1:);]; 
tmp= Simplify[ mpdel]; 


For[k 22, k & order, k+ +, mpdel = tmp; tmp= Collect[ mpdel, u‘*:” 
[x, t1]: 
mpdel = tmp; tmp= Collect[ mpdel, w(x, t]]; ]; 
mpdel = tmp; 
For[k=2, k < order, k+ +, For[l= k, | 2 1,1--, 
impl = Simplify [ mpde2-Coefficient [ mpde2, u/^^^? [ x, t ]] 
91, - Heini tylor h] 5 
mpde2 = Expand[ tmpi ]; 
tmp2 = Simplify [ mpde2-Coefficient [ mpde2, «(^ ^" [ x, ¢]] 
ailze nder-ntylor2]; 
mpde2 = Expand{tmp2]; 
Forl p= order+ 1, pS ordert+k, p+ +, Forlg= p,q20,q--, 
tmp = mpde2/, { u ^^ * (x,21-0, wo? Lx, 1} 0} ; 
mpde2= tmp; ]31]3]3J; 


tmp= Simplify[ mpde2]; 

For[k = 2, k < order, k+ +, mpde2= tmp; tmp- Collect[ mpde2, u^? 
[x, t1]; 
mpde2= tmp; tmp= Collect( mpde2, wh OT x, t]; J]; 

mbde2 = tmp; 

Print[ “0=”, mpdel] 

Print["02 ", mpde2] 


